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AVEIITISSEMENT. 


ii’accuoil favorahle quo les douze livraisons dos Exerdces, publiees 
on iH'iC), nut ro^.u dos jjjootnMros, dotorminc rauteura en faire parailre 
do nonvollos. II y dbvoloppora los divorsos theories dont il a pose les 
Iias(‘,s dans les pr(nnieros livraisons, <!t traitera plusieurs objets qw' le 
(Rdaut d’osjtace I’avait oblige do passer sous silence. II s’occupora par- 
lio.ulibrernent dos applications do I’Aiialyso a la Physique, etmontrera 
les facilitds quo preseute a cot (igard Ic calcul dos residus. Le premier 
Volutne (les Kxvmccs faisait d6jk connaitre une partie des avantages 
([lie Eon pent retirau* do ee (ailcul pour lu determination des integrales 
(hVlInies, pour la sommation des suites, et pour I’inthgration des equa- 
tions dilbirentielles lintiaires. On verra maintenant le m^mo calcul 
Iburnir des nielhodesgminu-ales pour k solution des problemes dePhy- 
.sique matlu^iatiquo, et acaiinuar ainsi une importance qu’on aurait 
pu n (5 pas souptjonner au premier abord. Les m6thodes coutribueront 
d’ailleursaux progres do I’Analyse infinit6simale et serviront, non sou- 
lennml a inUjgrer des (‘((uations litmaires aux difiPerences partielles, 
mais (sne.ore a determiner les lonctions arbitraircs introduites par 1 in- 
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AVEIITISSEMENT. 


tegration, d’apres des conditions donnces, a dcvidoppcr drs (uiicliniis 
quelconques en series d’exponentiellcs doiit les cxposanlN snit'iil rcs- 
pectivementproportionnelsaux divei‘S(is raciin^s d’lUH* (‘(jiiation (nui.s- 
cendante, eta fixer des liinites entro lesqiielles k(‘ troiiveiil retircriiirs 
les restes propres a completer ces memos serii's. 



RECHERCHE 


DES 


KaUATIONS GENERALES D’EQUILIBRE 


SVSTKME DK POINTS MATBRIBI.S ASSDJBTTIS A BES UAISONS niiilCONOISES. 


^ — Considerations ffdndralcs. 

On fxnit iu*rivei‘ par deux routes (lifTdnmtos aux equations d’equilibre 
d(f plusieurs forces dont les points d’applieation sont assujettis a des 
liaisotus queleonques. Le plus souvent on deduit res equations du prin- 
eipe d(!S vitesses virtuellc'S. Mais on pout aussi les etablir directement 
a raid(3 de diverses melhodes, entre lesquelles jo vais en signaler une 
qui, a cause de aa sinqdicite, parait digne de fixer un moment I’atten- 
tion des gdoniidres. 

Considdrons un systfeme de points materiels A, A', A", ... sollicit^s 
par eertainos forces, Si ces points matdriels sont libres et ind^pen- 
danta les ims des autres, il sera n4cessaire pour I’equilibre que, aprfes 
avoir rdduit a une resultant© unique toutes les forces appliqu6es a 
ehaque point, on trouve chaqiic r^sultante egalo a zero. Mais, si les 
mtiraes points sont assujettis ii certaines liaisons, comme ces liaisons 
op|)Ose.ront au mouvement du systeme certaines resistances, il ne sera 
plus necessaire poiir requilibre quo l,a resultante des forces appliquees 
il chaque point s’lWanouisse. 

11 s’agit maintenant do faire voir comment on pent deduire les for- 
uiulcs d’equilibre de la nature des liaisons supposees counues. Nous 
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P, F sent egales et agis&ent en sens .‘oiKraires sulvant la (irnite A A‘. 
il’est Clair qu’elles se feront equilibre aia extromites de ceHi* droiF. 

Revenons maintenant au cas oil plusieurs [loinls A. A', A .... s<‘ 
trouvent assujettis a une.liaison reprosentee par re<iuuf nm 

(i) 

Soienttoujours^.j,^;^',/.^'. coonluun.'.s de <t.h p.di.lH; 

P, F, P", ... les forces quileur sont appHquees, et, designmis par 

X, Y, Z; X', Y', Z-'; ... 

les projections algebriques des forces P, (>', P", . • . sin' l»‘.s axes des .r, 
des /et des s. Chaque force dovant otre pt^'pendieidnire a la snrfaee 
que son point d’application est assujotli a dccrire, en verttj de la li.ii" 
son L = o, lorsque tons les autres points deviennent tkes, on aura 
necessairement 

X _ Y . Z 

dx) \dyj \<)s J 

X' Y' Z' 


(a) 


m:\ joiv 
W) V 



dx’ 

11 

fjf % fJliil 

ii A;'.'.' A '' 

(j'V 

dL 

VI. "it db 

fIL 

7/ V 

ttz 

dx'’ 



X, A', ... designant des coefficients donl lo premier depeiidra tie I'm- 

tensile de la force P, le second de I’intensite de la foree l»e 

plus, comme I’intensite de la force P (sst ime qiiantite arbitraire, mat's 
de laquelle dependent necessairement les intensile.s des foret's P . 
P", .... il estclair qu’on pourra cboisir a volonte la valmir du eoerti* 
cient X, mais que, la valeur de X 6tant donnee, relies ile X , X' . . . . 
devront sen d4duire imm6diatement. Pour deeouvrir la reistiitut <|iii 
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(‘xisUs (Mil I'd A (!l, A, sujijxisons ([ne tons les points doviennciit fixes a 
roxcoption d(‘s doux points A, A'. Aloi-s, ocs deux derniers points res- 
tant seiils iindiiles, si ia liaison L o a poiii- etlet de les inaintcnir 
eoiislanuneni it la ineine distance Tun do rauti'e, il faudra quo les 
(oi'ces P, I*' soieiit egales cl dirij^ees cn sens contraircs, ou, en d’autres 
teriiie.s, <|ue I’on ait 

(a ) • X'.: -X, YC..::.:: • - Y, 


Or, dans la rnenie liypolliese, requalion L o sc reduisant a la forme 


( .V ' . .v' I’* 4- {y — )2 4. ( J const 

on en conelura 


thr' t),r' dy ’ ” ds'~~'~'ds' 

Par suite, les forniules (3)donneront 


( 6 ) 


( X ■.-A 

Y r:: 

, ()h 

' A 7 

dr 

z-^xf, 

as 

X'r 

1 (ht 

Y':=: 

()h 

:: — A , 

d/ 

Z':=z-~V~ 

az 


'll 

ct los valenrs de X, Y, Z; X', Y', Z' satisferont aux equations (4), si 
Ton a 


(7) v = , 

Siipposons maintenant que, dans le casofi les points A, A' restent 
SGuls mobiles, la liaison 

(8) ’ L = o 

n'oblige plus (u^s deux points a roster constamincnt a la meme distance 
Piin de. I'anlre. On ponrra joiadre it la liaison L = o cellos qu’on ctablit 
eritri* les deux points, en les unissant par uno droite invariable, et 
lixant le milieu de eetto droite. Oela pose, si Ton designe par a, b, c 
lea eoordonnees du point milieu, ot par 0 la longueur de la droite, on 
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aura, entre les six variables 


^9 ff 


.r\ 


les cinq equations 

/ L:r.:0 

(g) I 2«, y-t-/- 


il. 




( 

dontla derniere peut etre remplacce par la suivanfu : 


(lo) 


{a — sY + (1^ — yY (« ' ■')’* 




En vertu des cinq equations (9), les positions des points A, A' no sc- 
ront pas completement determinees ; inais ils pourront derriro dfnx 
courbes correspoiidantes tracces sur la surlact* <1 tine ineiiie spiiinf, de 
maniere a se trouver toujours situes aux (‘xlrt*init«'‘s d tui nn'tin* ditt 
mbtre. Dans ces courbes, les cordos correspondanles <q, par sniir. ie» 
tangentes menees par des points corn'spoiitlaids smmf evidennuetil 
parallbles. Si Ton suppose 


L = /(;r, .r',/' 


. i, 


la courbe decrite par le point A en particulier sera didermitiee par le 
systeme des deux ^nations 

/(,r, j, 5, ■ 2 a — tr, 2 b — /, 2 . I . ^ il# 

{a-xY+{h-yY+{r ~yY 

De plus, si Ton decompose la force 1* en- deux autres, I’une j.i i pt udi 
culaire a la courbe quepeut decrire le point A, I’anlre dirigee snivant 
la tangente a cette courbe, la force perpendieidairt' etaiit incapaldc tie 
produire aucun effet, on pourra enfaire abstraction, et tie coimididvr 
quela force dirigee suivant la tangente. On pourrii tie infiine t'cnipl:i- 
cer la force P' par sa composante suivant la tangente It t« courhe (|ne 
peut decrire le point A'. Gela pose, comine les points A, A' sont sitn#s 
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POUH UN SYSTIiMK T)E POINTS MATlIlRIELS, ETC. 

a 1 (’Xliavniilc! d’unc droilo iiivai‘ial)lc doiit le iiiilieii cst fixe, et quo 
les (aiifi:eiil('s meiiees pai* eo.s points aux courbes qu’ils peuvent de- 
(‘I'ii'e soiit pai‘all('l('s, il est <daii“ qnc les forces dirigecs suivant ces tan- 
genti'S, pour inainlenir en equilibre les points A, A', devront etre 
egales (d agii‘ dans le meine sens; ce qui cxige qnc les forces P, P', 
respifclivi'inent iniilliphees par les cosiiuis des angles quo forment 
liiiirs directions aver. la direrlion d(‘. rune des tangentes prolongee dans 
mi sens deterniine, fmirnissent di^s produits egaux ctde meme signe. 
Or la tallgenl(^ a la eonrhe que peat deerire h' point A, prolongee dans 
an certain sinis, forme avec les axi's diis angles qai ontpoar cosinus 

f/.r fir (iz 

, 1 . ' 1 ■' . 1 

y f/.r'’ ! fir- i fi:/' yr/.r-' ! ■ f/y- i- dz* \/(i.v'' 1 dy-' i- d.z'^ 

landis ijiie les (uisinus ilijs anglixs formes avee les nunnes axes par les 
direelions des forei's P, P' sont respectivement 

X Y Z 
P’ P’ P’ 

V' y/ 
p'’ i*'’ 

Par suite, les eosinns des angles coaqu'is entre la direction de la tan- 
gi'iile et cell<‘S d(‘s forces P, P' seront respe.etivement egaux, le pre- 
mier il 

\>U \ Yr/y 
V\/i/,r'‘ i c/r” l l/s” 

et le second ii 

\'i/.c I YO/J- i-Z'i/5_ 

\ </y- ■; i/;'" ’ 

Pin mullijdiant le premier par la force P, le second par la force P' et 
egulaat les produits, on troavera 

X dr 1 ■ Y dy -h Z ds X' d.r ■+■ Y' dy -i- Z' rfs 

^'i/.r'" \ dy“ tl:‘ \/d<r~ \~dy- \-dz^ 

on, ce qni revient au meme, 

(i'.s) Kdit) -hY dy + Zds dx - yY' dy + Z' dz, 

mui'rea tie C. — S. II. t. VU. 
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Si, dans cette dernierc equation, on romcl itniir \ . \ \ / 

leurs valeurs tirees des formules (i), olio dmifuilra 


(i3) A 


df H- dz) ::r. V d.r i ’* dy 


dy 


ilf 


1 , 1 . 




D’ailleurs, en differentiant la preiiiiin’e di‘s (‘‘(jnalitMi'. u 1 1. un cii vmi- 
clut 

dh . d\. . <JI, . dh 

dz d? 


(• 4 ) 




djs 


dy 


Done, par suite, on aura generalemeiit 
(l5) It- V i 


on trouvera de memeA = X", X=:X'", .... Cel: 
prendront la forme 

I ji«isi% IfN I’ljllaticHi 


f ^ y *. 

i -A, A ? I A ■ . 1 

., . fti. 


ij j 

(16) 

1 

i "V i 1 V/ *1 

... . d\. 

1 i , 


1 dx' dy' 

\ * . . . _ 

di 

et Ton en conclura 



(17) ■ A = V' v: 

^ dC (H, (}L «R, 

• dx dy dz yp dy' dV 

Done, pour qu’il y ait 6quilibre entre les {'orccs P, P', P". . , dans In 
cas oil leurs points d’application A, A', A", ... so fnmv.nU a>Mij.-Ois 
laseule liaison L = o, il est niicessaire el il sufVu qui* las pn.jiTjiHH*. 
algebriques de ces forces sur Ics axes cnordurines soii'nl rrsprciin* 
ment proportionnelles aux deriv6e8 de la foiielinn I, jn-ises par rap- 
port aux variables a., a?',/, s'; .... Alors. si Pen desiKue par n 

le nombre des points A, A'» A", la formule (.7) Ibnn.im i.. , 

equations distinctes qui seront pr^cisdmeiit bs fujuatinns «ri‘ij«ii!ihr«‘. 
Ajoutons que les resistances oppos6es par la liaison I 0 ;,«% nnniv.- 
ments des points A, A'^.A*', seront employib* i deiruire les fnives 
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I*, I*’, Done Cl'S resistances siu'ont ej^alcs e,(, dire element opposecs 

ativ Idrei's dont il s’ap;it. Done les projections al{.f(il)ri<[uos dceesresis- 
tiuiei's siir les axes eonrdonnes scront respi'etivenient egales aux se- 
conds memlires des e(|iialions ( i()), pris avi'c le signe — , e’est-a-dire 


aax ([naatiles 

. ()i. 

dL 

dr’ 

dt. 


j ‘i).v' 

dj 

( 1 K 1 < 

. l)I, 

. (H. 

dL 

1 

1 


' '^d^' 


Pour iiioiilrer ane application di's priniCipes ([iii! nous venous d’eta- 
Idir, supposons qiie, eii vertn de requatioa L :-■= o, la sonane des dis- 
tances AA , A' A", A" A”' res[)eetiveiaenl e.oin[»rises entre les points 

A, A , A" ranges <laas an certain urdre, doive deineurer eonstanle. 

Dans eette hvpolhi'se, requation D o poarra etre representco sons 
la forna' 

i .»■)' i qr' i- (s' — 

(i<() , , . 

I i \ i ., " .i-'i' i i.e" 1 3 • - )'*-l . . consl.; 

el si 1*0)1 fait, poarahreger, 

I r' \ 1 .(■' .ri* i 1 , -I (3'" - 3 )% 

laoi < yi.r" .r’)i I (,>■" y'y I ( 3 " j')'', 


la Idi-nia!)' {17 ) donnci-a 



Kii egttlant les trois premieres Iractions entre dies, on trouve 

?i Y X 

{ ay ) j y! 5 _ 3 ' 
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1*0 lilt UN SVftTlUlE DE 1>01NTS MATErIELS, ETC. 

Oi. s.‘ Ir.Mivo'ail, .-.Hultul aux in(‘me.s coiiclasions par la Gcomelricv, 
('ll obst'rvaiil, (|na la lorc(! P'dolt (>(rc prrpcruliculaire a la surface que 
!(' A (‘s( (>l>lip;(‘ (1(\ (haa’ini quaiid il dcincure soul mobile. Or, 

dans (■(‘(It' byptUbJ'sc, il ne r(‘s(,() de variabbis quo bis longueurs AA', 
A' A" (bull la somuK' doil. etra (constant, e. Le point A' decrit" done alors 
iin (‘llip.soide d(‘ rt'voliition ('iiga'iidri! par unc ellipse (loot les points 
lixe.s A', A" .sont prt'eist'uient les deux foyers; ct la force P', devant 
(‘lie noi inab* a 1 (‘llipsoidtt, [tar (jonstapitiut a I’ellipac geimratrice, divi- 
sftra ne(’e.ssair(‘in(ui( 1 angb; lorine par les rayons vccteurs menes aux 
foyers, ('ii deux imrlies (‘gales. 


^ III. luiiitliitr,' (/,' phtsiriirx poi/ilx (mtfjct/.in A diversos liaisons. 

Considt-roa.s inaiiKt'iiant tbxs form's P, P', P", ... dont les points d’ap- 
j)liea(i(Ui A', ... soi(tnt a.ssiijettis a des liaisons quelconques. 

Stueiil (oujours .r, r, s; .e', y', s'; ... les coordoniub's des difbirents 
|)oinl.H; X, \ \'. V , Z'; ... les projections algC'brifjues des forces 

P, P , ... sur les ax(‘s coordonnes; (tt snpposona ([ue les diverses liai- 
sons .soient (‘Xprinif'es |tar b‘s ('‘(piations 


u) 


1. <*, M (I, N o, 


L, iM, N, ... (b'signaiit des fonetions des variabbxs ;r, s; s'; .... 

Si rt'tjiiilibrt* a li(‘U, ('ii V(‘rlu (b's liai.sons donncies, entre les forces P, 
1*'» I* " on ponrra, sans Iroubb'r e(‘t (bpiilibre, substituer a la pre- 

miere liaison 1, I) b* sysleuu^ des riisislauees qii’elle oppose aux 
mouveinenls des dillerents points, c’cst-a-dire, un sysliune de forces 
donl les jirojee.lions iilg('d»rique.s sur les axes seraient des quantites de 
la forme 


(a) 


. df, 

, dl, 

^d.r'’ 


I 


■I 


()h 

<>y 

()h 

dy’ 


db 

•^dj’ 

db 


On ponrra en.Huite siipprimer k secondc liaison, pourvu qu’on la rem- 
[dae.e par ua syHti'iue t'quivalent de forces, dont les projections alg6- 
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briques sur les axes seraient do la forrix* 


( 3 ) 


dM 


im 


■-'"dv’ 



dM 

Ml 


■"'^dc'’ 

(h' 


En continuant de memo, on linira par snppriim-j loiuo 1 
dont chacune so trouvera remplact'o par li* sysfi-im- do 
qu’elle oppose aux mouvcments des diirereafs poiiils. Unix, 
etant redevenus libres ct independanls ios un.s des ju«lri>>., 
avoir separement equilibro entrc la force et les rcsistanro'. 
a chacun d’eux. Cela pose, rcqiiilil)r(! cntiv la forrt* ci b^. 
appliqu^es au point A fournira les e<pi:tli<> 


I Ills 


OL 

dM 

d.N 


' (Ir 

‘“■f'd.e 

' ■ 


()l 

dM 

d,\ 


d/ 


■ 

. . 

dL 

dM 

t)S 


di 


™v ■ ■ . 

1 » f » , 


Z ~V 

( 

ou, ce qui revient au memo, les suivaiibs : 


( 4 ) 


dt. 

, dM 

^>N 

d.e ■ 


1 V 

ilr 

db 


fA 

'()/ 

, , 

1 y 

th 

dl. 

, dM 

il\ 

d-; 


in. 


On trouvera pareillement, en eonsiilerant reqinlihu- .irs Idr 
quees au point A', 



, dM 
''■*d.c' 

J V : 

(Ir 

1! 

, dM 

t)S 

i'V j 


b'l n.lllitF, 


«'s tiaiSMiix, 
r»'H|sJ;tIMTS 

, r'l**'* jifHIlfs 

if \ 

•:'!'* ‘'I*" '■ 




( 5 ) 
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Si // (l(>si^n(> !(' uomhrc dcs points A, A', A" ct/w le nombre des 

liaisons L o, M ;o, N --o, 3« sera le nombre des equations (4), 

( 5), (d, lors(|n’on aura elimine entrc ees equations les inconnues 

A, (/., V, .... il l•es(('ra 3/; --///. equations d’equilibre. Les variables a\ 
y, .r', v', ... etant (db'-s-inoincs an nombre do 3n, et liees par 

m (Miualions, 3// rn sera eneore le nombre des variables indepen- 

danltw. 

la^s 3// w equations (pie nous venous d’indiqucr, ot qui sont ne- 
eessaiia's dans le eas dbupiilibre, suriisent (ividemment pour rassurer. 
Kn (‘ITef, e(‘s .3/# m ('(jualions expriinent ((u’on pent satisfaire siniul- 
(aiu'mient par des valeurs eonvenables de (j:, v, ... aux formules (4), 
(3 ), — Or, dans eiMle liypolhese, la force P poiirra etre rcmplacee par 
d('s forces Q, 11, ..., dont It's |)rojections algebriqnes sur les axes 
soient r<'sjn>ctiveinent 

. ()l, . ()I- (JL (M dM dM 

''d.r’ 'dr’ '^'dr' ^'dy’ '^dP 

la forc(' P' [lar des l‘ore(‘s Q', H’, dont les ])rojections algebriques 
sur les axes soiimt respi'ctiveinent 

, dU , dl, .. dU dM dM dM 

\i>'’ >*dy’ '"'d/’ ^d-'- 

Kn eonse(|uence, an systimn^ des forces P, P’, ..., on pourra cn sub- 
stitiier (diisieurs aulres, savoir : O' le systemo des forces Q, Q', .... qui 
seront detriiites par la liaison L — o; 2 " le systernc des forces R, R', ..., 

qui S(‘ront detruite.s par la liaison M --o, Done le systbme des 

points A, A', ... .sera dans le memo cas quo s’il n’litait sollicite par au- 
cune force. Done il y aura 6(juilil)re. 

Nous uvons reinaiajiK'* ci-dessus quo le nombre des equations d’(jqui- 
libre dtait (oiijours (igal an nomliro des variables independantos. On 
vorifie cette jiroposilion dans Us eas d’equilibre d’un polygone dont les 
cdtes sont invariablos. Il est figalemont facile de s’assurer qu’elle est 
vraie pour un point Hbro, ou assujotti k roster sur une surface ou sur 
une courbe, et pour un systbmo invariable libre dans Pespace, ou assu- 
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Si n (lesi^iic h nomUre des points A, A', A", ctm le norabre dcs 
liaisons 1.- o, M -~o, N = (>, 3n sera Ic nombre des equations (4), 
( 5 ), .. (q, loi‘S((u’on aura eliinine entrc ces equations les inconnues 
A, [X, V, il reste.ra 3u — m equations d’equilibre. Les variables .t, 

V, s; .r'.y, s'; ... etant ellcs-memes au nombre do 3n, et liees par 
m ('(|uations, 3u — 7/1 sera encore le nombre des variables indepen- 
dantes. 

Le.s 3// — 777 equations (pie nous vcnons d’indiqucr, et qui sont ne- 
(‘(issairos dans le cas d’equilil)re, sul’liscnt evidemment pour I’assurer. 
Kn eHel, cos 3/7 — //i equations expriinent qu’on peut satisfaire simul- 
(anemont par dcs valours convenablcs do [x, v, ... aux formules (4), 
(n), — Or, dans colic liypolbcso, la force P pourra ctre remplacee par 
dcs forcf's Q, U, .... dont les projections algebriques sur les axes 
soi(int rcspcctiveinont 

.. dU . dl, , dL dM dM dM 

‘ST’ f'.fe-’ ‘‘US' ■■■' 

la lbrc(^ P' par dcs forceps Q', U', dont les projections algebriques 
sur les axes soient respcctivcrncnt 

.. dl, .. dl. dt. dM dM dM 

^d.r'’ ^dy’ ^d;'’ '^dP’ ^dP’ 

Hn consequence, au systiunc des forces P, P', ..., on pourra en sub- 
stitucr plusiours aulres, savoir : U* le systbme des forces Q, Q', ..., qui 
soront ddtruites par la liaison L = o; 2 " le systbme des forces R, R', ..., 

(jui soront detruites par la liaison M — o Done le systbme des 

points A, A', ... sera dans le inline cas que s’il n’btait sollicitb par au- 
euno force. Done il y aura ^quilibre. 

Nous avons rcniarqud ci-dessusque le nombre des equations d’equi- 
libre etait (oujours dgal au nombre des variables independantes. On 
verifie cetto proposition dans lo cas d’equilibre d’un polygone dont les 
cdtcH sont invariables. 11 ost cgaleinent facile de s’assurer qu’elle est 
vraic pour un [mint librc, ou assujetti a roster sur une surface ou sur 
line courbe, et pour un systbmc invariable libre dans I’espace, ou assu- 




IM)IIH UN SYSTKME DE POINTS MATERIELS, ETC. m 

(I('s iini^lcs a, fi, y, (br,n(>s par cettc direction avec les demi-axes des 
I'oordonnecs positives, K<ii*ont rcspcctivcmcnt 


( ■>. ) 


(‘.OS a 


dr 


C 0 SP=: 

as 


dz 


(a 1.1 pos(‘, si I ()a iiiiaj>ine (|ue la vitesso co soit representee par une 
loii<?ii('iir [Htrleesiir sa direction :i partir de I’oxtremite de Fare v, les 
(rois [H'odnits 

MC.osa, wcosp, Mcosy 

expi'inn'ronl <'e (|n on doit appeler les project io/is algehrujitcs de la 
vitcss(‘ sur les axes des .r, y et g [ro?>- le V- Vol., p. 39 (' )], se trou- 
veronl determines par les (''([nations 


U!) 


h\ (MKSex 


dr 

dl 


) COS (3 


dr 

dl 


dz 

r.cosy=-.~^-. 


SiijvpoNons inainU'iiant (pn'! ptnsi(Mirs points A, A', A", 
assiijettis a (‘('riaines liaisons 


soient 


ii) 


M n, N :o. 


1 ., M, N. , . . (*(ant lonelions d(>s (!0()r(lonn('!(‘S .r, y, z; .-r', y', z', 

Ions l('s monva'inents (jne le syslenie de ces points ponrra prendre par 
I ell’et (1 lUK' eans(' ((ii(*leon(|ne, sans (jiiei has liaisons soient tronhlees, 
K('r(H)t ee (jn on appelle d('s monvcnicnis virtiiels, et les vitesses des dif- 
(eia'iils points dans nn ntom'cmeni 77'r/Me/ (juelcon(iiie seront ce qii’on 
noinrne d(!s vi/cxxcs miiicUcx. Or, coinrne il suffira de connaitre les 
valetirs de ,t\ p', z; .r',y, 3'; , . . , ('X[)riin(*(!s en fonction de i, pour en 
d(''(liiire imm(''diji!enjent relies des qnanlites 


( •> ) 


'fL '(y' . 

dr '(it.' Tit’ (U' "dp 7 /F’ 


il est (•lair(jU(‘ l(*s projjictiona alg(jhriquos des vitesses virtuelles seront 
li(!es eiitre elles i»ar aiitant d’equations que les coordonnees des dif- 


< I ) (muvnrn dc Ctmelix, 8. It, T. VI, p. .57. 
OEiwni titf t. - .S. II, t. VII. 


4 
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(outc'H l('s iuitrcs jiouvan). oire clioisics arbitraircment, leiirs coefficients 
(l(‘Vi‘()iil, s(^ I'cduin^ it zero. Or, pour cffectiier roliniination, il suffira 
(rajoii((‘r a la roriuiih'. (7) Ics equations (G) respcctivement multipliees 
par (ies faeleurs iiuleteriuines 

— I, — [X, — V, 

el (rep;al(‘r i‘iisuil(i a zero les m prcniiers coefficients do 

//.r dy dz 

dt' 'dl' dV 

I.es facliuirs A, a, v, ... etant choisis do inanierc a remplir ces condi- 
lioas, e’(ist-a-dir(^ de inaniere ii faire disparaitre les m premiers termes 
d(^ la Idrmule 




dM 

dN _ 
dx 

\ dx 



dM 
^d/ 

_ _ 

dy 

\ dr 

' )'dt 

(!)i 

.cj’- . 

dM 

dN 

■ V ~ . . 

\dz 
') dl 


; 

dM 

dN 

"" (hP ■ ■ 

\ dx' 
'Jilt 


les coeftieimits d(‘s .'i//. -- m derniers termes devront encore elrc sepa- 
reuienl nuls. Eii c.ousf'ijtKmce, on pourra reduiro a zero les coefficients 
de tons les terine.s, e’est-a-dire, satisfaire aux fiquations ( 4 ), (0), 
du III par (les valours convcnahles des facteurs X, p., v, ...; d’ou il 
r('!sulf e qu’il y aura (‘(luililire dans Ic systbmo des points A, A', A", .... 

i;(;(luation (7). qui suhsisto, lor.squ’il y a equilibre, pour tons les 
niouvements virtuels, renferme co qu’on appelle la pnneipe des tniesm 
viriueUes. Elle pent etre pr(j8ontee sous unc autre forme qu il est utile 
de connaitre, at que nous aliens rappelcr ici. 

Suit w la Vitesse virtuelle du point materiel A, et (P,a)) Tangle com- 
pris outre la direction do cette vitesse virtuelle et la direction de la 
force P. Comnie les cosinus des angles formes par ces deux directions 
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ifKorir.ntRK 


avec les axes sent respcctivemcnt 



on aura evidcmment 


(iJ) 

( 12 ) 


cos(P, w) : 


d.r , f(y ..<(:■ 
^11 ' ( U ’ 

Vm 


X ^ + Y + Z I ‘ M n.s t i t . 

dt dt dt 


On trouvera cle memo, (MI dcsignanl par m' la vtlfssi* virOiidlr <lti 
point A', 


(i3) 


' + Y'^' 4- Z' % • ^ I'''..' <-os( I*', m' ). 

d(. dl dt 


Par consequent, I’equation (7) pourra s’ccrirc ainHt qn'il siiif : 
(l 4 ) P&) COS(P, 0)) 4- P'fi)' C()S(I*', <.i') ! ■ . ■ 


Dans cette derniere, chaquc tcrmo re prose it to it* prittluil truiie Diree 
par la Vitesse virtucllc do son point <rappliealiitu t‘l par It* eiisititi'i tie 
Tangle compris entrc la direction do lii rorce el l:i dirfctitm dt* la v ties'.!* 
virtuelle. Un scmblaltlc produit ost ce (|ue nous iiiniiiiii*ritns le ftm/at nt 
?!;W«e/delaforce. On pout Tohtoiiir on miiitipliant la tin-ce par la vilesse 
virtuelle projetee sur la diritolion dt; la fnret*, tin la \ilesse virltielie par 
la projection de la force sur la direction dt* cedi* vitesst*. Oeltt pt»sT, on 
peut enoncer le principc dcs vitesses virluolles de la inaniere stiivaiile : 

Pour (j lie I eijuihbre ait lieu euirc pluswui's J’ortTX ihuit les poiuis il ttp- 
plication sont assiijetlis a dcs liaisons (/tic/coniiucs, il esf ndn’SSftit'i’ . #■/ 1 / 
su/Jit, qm lasomnie des moments virlitels dr rrs diffihvnlrs fmvm mil rgttlr 
d zero, dans tous les moumnents virttirls possddrs. r'rst-iM&r. dam tom 
les mouvements compatibles arec les liaisons donners. 
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IjOi-squ’oii vcul (Icdnirc dii principe dcs vilesses virtuelles toutes les 
(Mjualions (rCquilil)!'!! roliitivos :i ini syslemc donne, il suffit de cansi- 
ddrcr siu'.c.cssivc'iiKuU; aidant, dc mouvcniciits virtuels distincts Ics uns 
d('s aidri^s qu’il y a dc varialilcs indcpoudaiites pamii Ics coordonneos 


Ec nnnihri' dc cos iiiouvcmcnts virtiuds sera done 3 n — rn, si n designe 
1(‘ iioinbre dcs points donnes, et tn le nomhro dcs liaisons auxquellcs 
on los suppose assuji'ttis. 

Pour inontrer une a|)pli(;ation de la formulc (7), concevons que les 
liaisons elahlies eid.rc! diHerents points A, A', A", . . . permettent d’ini- 
priniin' a (U‘s inclines points un moiiveinent coinmun de translation 
parallideini'nt a I’axe dcs x. Ue mouvement de translation sera un 
inouvi'inent virtiud, dans lequci les vitesses virtuelles co, co', co", ... 
S(‘roid cgal(\s eidre idles; et, si, pour iixer les ideos, on suppose le 
niouveinent dirige dans le sens des x positives, on aura evideinment 

dx d.r' _ d;v^ 

7u Tu 'lit 

(Iv ^ <Iy” _ 

dl (it (It * ‘ ^ 

dz dz' dz" 

di ' hi lit ‘ 



Par HuiUs la rorimile (7) donnera 
(,0 ) (Xh-X' 

at coauuis par hypotiicso, la quantity co n cst pas nullc, on tircra dr 
Pmj nation (i( 5 ) 

^ I y j X + X ^ •‘f" 4- • * • c). 

De meine, si un mouvement eommun de translation, en vertu duquel 
les dillerents points acquerraient simultanement des vitesses egales 
et parallides h I’axo des y ou a I’axe des s, est virtuel, e’est-a-dire 
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compatible avec les liaisons donntes, la foonnl- ( 7 ' m.I.aincn, 


ou la suivante 


Y-hY' + Y" 




Concevons encore que, sans troublor les liaisons efaitlies, on jmisse 
imprimer au systeme des points A, A', A , tin moinenn'iil j^eneral 
de rotation aiitour dc I’axe des .r; e( supposous. |nnir Sixer !es idees. 
que ce mouvement de rotation soit direct, la eonrlie deerile par le 
point (a;, 7 , s), dans le mouvoineut virtnel dtml il s’aK«t . sera nn 
cercle dont nous dosigncrons le rayon par r, el donl les .•tpiati-ui 
seront de la forme 

f2o) ,r= const., s“ i r’. 


Or, si Ton differentle ces 6([nations par rapport an (eiiii»s, on Irotivera 


dy f/s 


D’ailleurs, dans un mouvement de rotation direel anionr de I’axe des 
X, le point {x,y, z) sera porte do cole de.s e posilives on dn edie des s 
negatives, suivant quo rordounee j sera elle-meitie pndth,. on nega- 
tive; et, par consequent, le coeflicieni diflermili.'l sera uiie .joautiii' 
de meme signe que j. Celapo.so, on lirera de reqnaiion { at j 



Ajoutons que, si Ion nomme x, s', ... les ares tie eorele il»k:rit.s |>iir 
les diff6rents points a la fin du temps /; r, /•', ... fim rayons de res 
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iiionu's (R, A.v, A.s‘', . . . Ics accroisscments iiilinimeiit petits que 

pn'iuKMil l(‘s arc.s s, x', ... pondaat I’instant A/, on aura evidemment 

, I A.s' _ I A.v' 

/■ ‘ /■' ' ~ 

(‘I, par suil.(!, 

on pins snnpl(!iiuui(. 

(■>,;{) 

Done I('s viO^ssos virliudlos dos diHeronls points seroiit proportion- 
nollos aux ravons dos (M'rolos docrits; ct si I’on appelle a la vitesse 
anji;ulair(! dii systiMiio. c.’o.st-a-dirc la vikssse d’un point situe a runito 
do distil luu' do I’jixo d(>s;r, on aura 


/■ At ' r' At 


I I'/.v I dx' 

r (it /■' lit 


li) m' fi>" 

7 " r" 


Cola poso, li's diiUiilions (21) 01(22) donnoroni 


(■'.CO 


d.r 




dz 




On trouviu-a paroiUonu'at. 

d.T‘ 


, , .... dr' 

puis on tirora do la formulo (7) 

( uK ) ifZ - s Y + j'Z' - 3' Y' + . . . ) « =: 0 ; 

(d, oomino, [lar hypothbso, la quiuitild « n’est pas iiulle, on trouvora de- 
linitivoinont 


■ ^y> 


(■»D) 


/Z 3Y4-7'Z'-s'Y'-i-...= o. 
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De meme, si un mouvomcnfgoiH'rai <it‘ n.tafi.Hi, <•» \rilu 
clmcun des points x\, A'. A", ... d.Vrirail aulm.r dr Taxr dr. v .n. 
dess un arc de cercle proporliomnd a sa dislaiirr a <•»'( :i\r, rtail \ir- 
tuel, c’est-a-dire compatible avec les liaisons .Innudrs. la rur.unlr t 7 ) 
entrainerait I’equation 


(So) 


5X~-.rZ4-s'\' •r'Z' ! .. . <•. 


Oil la suivante : 

(3 1) .* Y — /X 4- Y' — X' • • . . . >i. 

II est bon d’observer que les npiations (17), (iH) rt ( itji. oti i •'<)). 
(3o) et (3i) sont preciscmeiit ccllrs {]ii’on obtirnt rn r^alant a /.rru 
les sommes des projections alf;ebri((nes des fnrrrs 1’. !‘ . R , ... on dr 
leurs moments lineaircs sur les axes drs.r, v. "• Ajmitnns ijur rbaninr 
des sommes ainsi calculces coincide avec rntir d«*s pritjrctiims alp'- 
briques de la force principale on du nioaieiit liticairr principal. 

Lorsque les points A, A', A", ... eoinposenf nii sv.siinni> invariable 
de forme, mais entierement libre ilans respace, les six nunivemejits 
generaux de translation parallblement anx axes riMirdnnnes et de rota- 
tion autourde cesaxes sont compatibles aver les liaisons de re sy.tioMr. 
Par suite, la formulc (7) entrainc les six ripiatimis td- i, (dH ), f Mj i, 
(29), ( 3 o) et ( 3 i). D’aillours, dans la nieiiie b\ pulin'- r, relies des 
variables 


•r, 7, /, .e", ,v", s'd -r’. i . .v’; 

que I’on peut considerer coinmo indepi'inlantes .sr rrdnisent evidetn- 
ment a six. En effet, puisqu’on suppose les points A, Ad A", A’ , , 

lies invariablement les uns aux aulriis, la [losif ion de ebacHn il'enx st*ra 
completement determiuee dans I'espare, si Ton eontiatl la positian des 
trois premiers, e’est-a-dire les ncuf coordomiees.r, r, c; .rd j, 3';.r'd 
7,5. De plus, les trois points A, Ad .V" etanf lie. t*tix-menii*s par 
tiois droites invariables, les neul coordonnees dont il s'jigit seront 
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iissiij(“U.i(^s a O'ois (Ufiiations do condition, en vertu desquelles trois de 
(■(‘s c.oordonin'M^s (hiviendront fonctions des six autres. Done il n’y aura 
(slh'c.ti veunen t (jiu; six variaidos independantes, et les six equations 
<]u on ()l>ti(Mi(, (Ui (^galanta zero les somnies des projections algebriques 
d('s ((U'cus doiuKMis on dc lenrs moments lineaires sur les axes des x, y 
et -- snriiront [.our assunn- requilibre. Bn d’autres tonnes, il suffira, 
pour 1 (!(piilibr(\ (jik- la lorce principalo et le moment lineaire principal 
s’evanonissent. 

Si un syslimu! invanable de rormo etait retenii pai' un point fixe, Ics 
niouv(un(uitH do translation diriges parallelenient anx axes ccsseraient 
d’etre <les monvenumls virtnels, puisqu’ils nc pourraient avoir lieu 
sans rompre les liaisons etablies. Mais, on prenant le point fixe pour 
origiiu^ d('s eoordontUM's, on pourrait encore imprimerau systeme des 
points A', A", ... un mouveinent do rotation autour de I’un quel- 
eonqu(‘ d(‘s ax('s <n)ordonnes. Par suite, la Ibrmulc (y) entrainerait 
toiijours l('s trois e(|iiations (2;)), (do), (3i); et ces equations, dont 
le notnbni s('rail [treeisenient egal li eelui des variables independantes, 
sufliraient pour assurer re(|uilibre. 

Si le. systiuiK^ invariabbi etait retenu par deux points fixes, un mou- 
vcuiHuit virtui'l U(' pourrait etre qii’iin rnouvement do rotation autour 
de Taxii lix(i [lassaiit [lar ces deux points, et la fortnule (7) ne fourni- 
rait plus qu’uiu' seuh^ equation (re({uilibre, relative a ce rnouvement 
virtttel. Si Ton prenait I’axe fixe pour I’axe des s, I’equation unique 
(re([uilil)re. siu'ait e<dl(! iju’on (d)tient en ajoutant les projections alge- 
bri((ues d(‘s inonients lineaires des forces sur cot axe, et egalant la 
sonime a zero, (’.'est-h«dire Tequation (di). Il ost d’ailleurs facile de 
voir ([u'il u’t^xiste dans le cas present qu’une settle variable indepen- 
diiute. 

Si le systenu' invariable pouvait recevoir, non sculementun mouve- 
ment de )‘otation autour de I’axe dess, mais encore un rnouvement de 
translation dirigd parallblement a cet axe, ces deux mouvements vir- 
tuels fourniraient les Equations (rp) et ( 3 i), qui suffiraient pour 
assurer requilibre. 

OEmra tie C. — S. II, t. Vll. 


5 
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<‘l. i);ii' snip', 

"i'' I 1“ I- 1"-, 

Done la (briiiuh* { 'V> ) |)()iirra (Hr(‘ rcKliiitc a 

di 


(.Ti) 


(it 


Or, il r(‘snl((‘ (!(' (l(M’nii'r(^ (Miaalioii ([iic, dans tout tnoavcmenl 

(•<mi|>al.il>l<‘ av('c las liaisons <ln sysli'iiii', la vitosse virUielle du centre 
de ^ravile, elanl projelee sur rax(‘ des .r, doniiera vine projection nulle. 
Done, pour (|n’il y ait e<iiiilil)ro enire (lillerents poids, il est neecssaire 
el il sul'llt (|ue, dans <dia(pie inouveinent virtiud, la direction priniitiv(? 
de la vilesse <lu (*entre (l(‘ f'ravite soit liori/ontale. 

Daas ee ((iii preeinh*, nons avoiis adinis ([iie les resistances opposees 
aiix inonveinents <le dill'erents points par d('s liaisons elablies entre cux 
poiivaieiil (‘I'oilre indetininn'iit et an dela d(^ toute liinito. Concevons 
inaint('nant ([lU! (‘es resistaneiis in* paiss<Mit depasser certaines limites 
sans (|ue 1<‘S liaisons so Ironvent roinpiK's, alors il ne siiftira plus pour 
re([uilil)i'e ([lie Ton piiisse deterininer i('s eoeriicients p., v, ... de 
inaiiii'ia' a verilier les (‘({nations {.'j ), (,'>), ... du 111. 11 I'audra encore 
(|U(‘ les valeiirsdc' X, (ji, v, ... tirees de ees (‘.(juations, et substituees 
dans l(‘S produils 



fouraissent des nombres dont les racines carrees ne depassent pas les 
liinites des resistaneos que la premii're, la deuxittme, la troisieme, ... 
liai.Hon peuvent (){>poser, sans so roinpr(‘, au mouvement du premier 
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point. II serade memo nticcssairo (|iio l(‘s riH-im-.s camo's tics jirmlnits 


fdh' 

I y’ I 

.di.y 


"''Uv-o) 

\<k:) 



,iMy 



■ ' ,1:: / 

(tm \ 


• 

Wj 

1 -f- 1^7/7 j . 

> 


ne depassent pas les limitcs dos Hwistaiiccs (jiu* Ins divorscs liaisuii 
peuvent opposer au rnouvemeat du second point; cl ainsi do suite. 



DE LA I'HESSION DANS LES FLUIDES. 


Duns l('s TruilV's (!(• Mociin'KHie oii h^s 6(|UiUions (Eequilibrc des fluides 
U(^ soat pas iaiiaadiaUaiuail, d('',(hii((;s da la fonnulc des vitesses vir- 
I ladles, oil a recoins, pour denioalrer ces eqiialioiis, au principe de 
Vv^dlitc c/e prt'sxio/i rn tout sr/ix. Or ee [iriacipe lui-aieme peutelre fa- 
cilenieul elahli a Taide des eoasideralioiis suivanlcs. 

Soiiuil .r, i', s les eoordoniiees reidanf^nilaires (1*1111 point pris au ha- 
sard dans uii(‘ iiiassi' lliiide on (upiililire, dont (diaquo molecule est 
sollieitee par iini' cerlaine Ibrr.e aceeleratrice, etX, Y, Z les projections 
alj,dd)riques de e(‘((e (bre.e sur les axes (uiordoniais pour le point 
Si Ton fait passer par ce iiadiK' point une surface ,9 plane, rigide et infi- 
niniiuit petite, et'tte surface devra resler en I'ujuilibre, et par conse- 
quent h's iiri'ssions exeirees contre elles par les couches de iluide qui 
ravoisinmit de part el d’autre de^ront sc reduirc ii des forces egales et 
direcleinerit opposci^s. De plus, chacunc de ces pressions devra etre 
[icrpiuidiculairc au plan de la surface x. Car, si cette condition n etait 
pas ri'inplii*, les molecules Iluides ijui touchent la surlaccnepourraient 
deincurcr cn repos. Ccla [lose, si Ton designe par/w ehacune des deux 
pressions dont il s’agit, le rapport-^- ou la quantile p sera ce qu’on 
uouinie la prcsxio/i hydrosUUupw, exercee au point (_x,y,s') contre le 
plan de la surface x, 

Considerons niaintenant dans la masse fluidc un second point qui ait 
pour coordonniHss y ti Faisons passer par ce point un nouveau 
plan, et tracons dans ce nouveau plan une surface infiniment petite 
dont la projection sur le plan desj, s se confonde avec celle de la sur- 
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viil(Mir, (|ii('l (iiK'soil, U\ plan conlro Inqncl die s’cxerce, on, en (rautres 
l('rnu's, il y a, an pniiil (.r, v, clioisi arbiLrairoiinml. dans la masse 
llnide, e!>a!i(e d(' pn'ssinn en (outsens. Ajoulons qiie, de Tequation ( i ), 
diU'en'iiliee pae rappnri a .r, on (ire iinmedialeineiil. 


(-0 


el, par snilc. 



<)f> 

(h- 


.z 


dll fj( \ d.v I- \ dy I Z dz). 


(',es d('rnii>r('s Inrmnles son! les eqnulions eonuues, a I’aide desqnelles 
(in (ixe les eondilinns d’('‘(|nilil»re d’uin' masse lUiide, et la valeur de la 
pressioii li_v<li'()S(a(i(|iu‘ en elnnpie point. 



SUR LA DETERMINATJOA 


IWS 


CONSTANTES 


A II u I r It A 1 It i; s 




DANS LES INTEGRALES DES EOLATIONS DlEFKlIENTIfiLIilS LINEyilLS 


J’ai fait voir, dans Ic protnii^’ Voliuuo dt‘s H.irrrirrs tie Maf/ttwtf- 
tiques, avec quelle facilitc Ton deduil dn culfut ties resitius les iiife- 
grales generales des equations diHerentiellfs iiueaii'cs ;i eoidlii'icnls 
constants, et memo, dansqtlusieurs cas, a coeflifieiifs varialdes. Mats 
les integrales dont il s’agit ronfcrnient des fmitiiniis arliilraires ; id tie 
ces fonctions derivent, apriis rcxtrae.Uon des residtis, dt-s emisiantes 
arbitraires, qui, dans chaque problenio, doivetii eire tieleriniiiees de 
maniere a verifier des conditions particulieres. dr, tlaiis la jdnparl ties 
questions qui conduisent a des equations dillerentielles tie i'ttrdre n 
entre deux variables x,y, on connait, a priori, les vaienrs ties lime* 
tions 




dx 



y\»~V 


,l« 1 j 

th ” ‘ ’ 


correspondantes a tine valour doiinet! .r„ dtt Itt viiriable .r. Alors on pent 
fixer completement la forme de la fonetion arbitraire eomprise sons le 
1 on y parvient, en eflitt, qnantl rennalion esf limniire, en 
suivant les methodes que nous alloiis iadiqaer. 

Considerons en premier lieu I’equation dillerentitilk? litieairt* 

gf!Z ^ , d'^~\Y dr 

dx'^ ‘ I f{,. 'A ■ ' •»* 


(0 
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sun U\ DliTERMlNATION, ETC. 

duns IjKjnclIi' dy, ff„, .. a,i dcsignent dos coefficients constants; 
(d. laisoiis, |)oui' u!)i‘<''g('.i‘, 

IS) I- + .. .-1- -h 


l/iiitegrulo gdndrulc^ do r('M|iialion (i) sera |'oo/>- la page 202 ( ' ) du 
pronrK'i' \d»!um(‘ 1 


i;i) 


j. (f> ( r) 
1( )) 


? 


!(' signi' dtant rfdatil'a la hdli'c r, et 9(/') roprescntant line fonction 
do r assnj(‘tli<^ ii oonsoi'voi' line valour tinie pour toutcs les valours do r 
projua's a vdrilior la Idrmiilo 

('ll E(/-) 0 . 

(itda [)osd, I’onoi'.vons d’aliord (fuo los valours dos fonctions 


oorros|>ondaiitos a .r ^ .r,,, doivont so roduiro aux dillorcnts termcs do 

la progrossioii gooinotriijiio 

((i| •//" I, Vi', r/*, ri"-', 


Yj ddsignaiit iiiu' ipiantild conslanto. Coinino, on nommant m un noinbro 
('idior (iiKdooiKjius on tirera do la Ibrimili' ( 3 ) 


< 7 ) 


r 

c.’ 


■(( ))‘ 


il suffira dvidoimnont (I’asHigncr a la fonction f(r) uno valour tollc ([uo 
la condition 


(S) 






SO trouvo romplio pour toutos los valours do m inferieures a /<. En 
d’autres torrncs, il suffira quo Ton ait, pour m < n, 




(') OEuvres civ Cauchj, S- II, T. VI, p- 

QEmres (h C* S* lU t, VII, 



SUR LA DfiTEUMlNATION 

ou, ce qui revient au merae, 

(9) '(( (/■ — -fl) E(/’j )J 

Or,lepi'oduit(r-v))rW<'‘»''‘’l“"'™n>"''' “ '■ "/ '■ "" 

,„ra generalemenl, en vcrtu ,le la formal.' 

premier Volume, 


(to) 




et, par consequent, la condition ( 9 ) sera veriiiee si Foti iht 

(,,) (/•-Y))e«acp(/')-F('') V, 


IHl 


OU, ce qui revient au memo 

(12) 


' ^ ^ /• - Vj 


C designant une quantito constante, c’est-a-dirt* iiideptuidaiilc do r. Dr 
plus, si I’on veut que, dans requatioii (laj, la f’oiirtitm ri«r) rnnM‘r\r 
une valeur finie pour toutcs les valeurs linirs dr r, rl ru partirulirr 
pour r = -q, il est claiv que le nuiiieratcur di^ la IVacfiuii 


F( /•)-((; 
/• ■ -■ n 


devra s’evanouir avec son denominateur. 11 (audra dour (jiir I’oii ail 
F(r))-i-C-— o ou 0 . Fir, 1 ; 
et, par suite, la formule (ra) doniiera 


(i 3 ) 


<?('■) 


F(/'l F(y/) 

r n 


En substituant cette dcrniere valeur do o(r) dans I'njualiuii 1 d u <ttj 
trouvera 

( 1 4) r 

o r-n ' ((F{r) .)■ 


OEiwres de Cmchy, S. II, T. VI, p, 3 (). 



1»HS CONSTVNTKS A1U5 ITUAlllES, ETC. 4.3 

Oil iM'ut (lone (''uuiu'.i'r la proposilion siiivanli! : 

■rilKouK.MK I. Si /'on iNfrorc rcqttalioN ( 1 ) do mnnuhr (jiie la f one- 
lion _>• el s'cs derieees d'lin ordre in ferivuv a //, e esl-a-dire les qnanliles 

( 4 1 " )■«« a), 

se rednisenl, on verln de la snpposilion ,r aa:v dijferen/x lermes de 

la proprrssio/t peornelritfae 

l<0 Y,", Vi', V/', Vi" ", rj« ", Y]'"', 

la raleiir penerali' de Y xera relic (pic dctcrndnc laformulc ( i/| C' 

Si. (Ians li* s(‘C()H(l iiHMiiina*. do l’(H|iiat.i()n ( 1 / 1 ), on devcloppo la Ibnc- 
fioii p'dyiKuiK' oi’douin'' suivaid. l((s puissances ascen- 

daiit(>s il(( Yj. on ('ii coiiclura 

(t.V) _I F i Qvi l llr/'' 1 ... I llvi" VYi''->-i-\Vvi''-', 

I*, Q, H. .... U, \V diisigiiaiil dos (|uanl,i(6s ind{(pendantes de v], (d. 
(jui r(!nf'onuoroHt la S(Md(' variable .r. Or, la valeur pnbbulente <l(i r 
(levant .safislaire aiix eoiiditions ('‘iionean's dans le tlKloreme I, quelbi 
(|U(‘ suit la valeur allribiKM^ a la e.onslante arhitraire y), il cn result(“ 
(■'vid(‘iiun('iit : i" ([ik! eiiacnne des Ibnctions 

l\ Q, I! LI. V, VV, 

substitiKM* il la phu'e de y dans I’erfualion (r), verificra cette nienie 
('‘(jiialioii ; a" (jii(( Ton aura, pour la valeur particulierc ;r„ de la va- 
riable .r, 



F (, 

0 0 , 

It r::: 

:0, 

VVr:r, 


j F' 

Q' r. 

It'-r 

0 , 

W' = 

(ifj) ( 

j F'’-:0, 

Q" 0 , 


r , 

W"- 





:0, 

• 1 ..... 


Ooncevons maintenant que los valeurs des fonctions (5), correspon- 
dantes a doivent so reduiro, non plus aux dilTdiriints termes 
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de la progression (6), mais ii d(\s ([iiaiilifds (luciianiqin's tlcsigurf'; 

par 

( 17 ) * 0 oi '^11 * 02 ' • ■ 'Oh :ii 2 ' j* » 


Pour ohtenir la valeur genoralc dr y, il suftira ('‘vidiMmin'iit do l ocoiuMr 
a I’equation (i5) proscntdo sous la rorinc 

(iS) / = P-o'>-t- Q-o‘ -h R-o-f-. . iCo" i V ■/,« ■■ : W n" 

etderemplacer dans cette equation Ics ex[)nsaii(s plaeds a la druife de 
la lettre -q par des indices. En d’autres lernu's, on aura 


( 19 ) 7 =:Pv)oH-Qrj,-hRu 2 -h...+ lIr)„, 3 ! V'o„ . AV 

II est clair en effet que ceUe derniere vahuir d<‘ >* verifiera I'eijua- 
tion (i)avec les conditions proserites. Or, le second mctithre de (a I'ur- 
mule (jq) est precisement ce quo devient le H(‘e(uid iuendu*(‘ de Tequa- 
tion ( 14 ) developpe suivant les puissances entiin'cs de -q, qnaud on 
substituedes indices aux exposants de ces [nussances. On jienl dnttc 
enoncer encore le theoreme suivant ; 


TheorImeII. - SiTon intigreV equation (i) ,ie nwnmv quo la ftmv. 
lion y et ses derivies dun ordre inferieurd n .vc nklum'ut, rn vortu do h 

supposition x = x„ d des qmntitds donnees r,,, ia ndrur 

gdrdrak de y sera celle que four nit Veqmtum (i hmqur. dans la 
fonction entidre de ri, dquimknte au rapport 
ks exposants des puissances de q par des indices. 

Exempk. ~ Proposons-nous d’integrer reqnalion dineeentiell,. 


( 20 ) 






de maniere que Ton ait, pour x = o,y^i y‘ 
ce cas particulier, 


■ o. On (roiiNcra, tluiis 




Y) 


' Yi 


, ny 




Y]o=I, 





DKS CONSTANTKS ARIUTRAIRES, ETC. 


AS 


•'> •’<»" '!<' li» tonnulc (r/,\ on rcn.placnnl: Ics exposants do v] par 

(los indioos. 


( 'U ) 


.r tV. 1 rjj) 








oil, CO (|UI ri'vioni an iiidiiio, 

( ) r I ( ' -1.. ^ . c.osror. 

Coiisiddi'ons a prcsoni, rd(|na(ion dilloronliollo 

n , ‘‘ K (iv 

‘ ,U’‘ ' 'i ' 

Ij inlopjitilo ^oiuM’alo do oid-l.o oijualion soru [ v’o//' la pa^’o iio/[dn pro- 
miin' Voliinu* ( ' ) | 

r ,, f'L ^ 

<- {( I' I./') )) ((E(/'))) 

c{/’) (losi;”'iiaiil (oiijotir.s un(‘ ('(motion do /•, assiijotlio a consorver uno 
valour linio pour tout(«s h'.^ valours do /•(lui vcu-iliontla formulo (/|). En 
d'aiUros tornios, on aura 

(04) r 

u, 0 (Mailt (l(‘ux I'oniiioiis do ,r (RMoriniiKU's par los I'orinuN's 

(o.h . 


{ 07 ) 


0 . 


(tE(r)j) 

Ajoutons (juc la Conotioii _v, nMluito a 


.)•' : tl, 

v(M‘iliora riMjnation (1), si run suppose /(.ct;) 0, (andis quo la nit'nno 

I'onollon, r<Mluit(* a 

oonliriuei'a ilc vairifier I’equation (8), si Ton prend o(r) = o. 


t ' ) O/iiMW dc Cnuvhw S. II, T. Vf, p. aAt. 



^(5 SUR LA DETERMINATION 

Concevons maiiitenant quo los vahuu-s dos loiirtions 

r, / • 

eon-espondantes a = doivont coiucidoo uvim^ lt>s dillV'n'uts Dtum-s 
do la suite 


Tloi Tfll» 


'fin I- 


Comme, eii designant par m uu nouilu'o ('iiiior ialorioiir a /i cl a\ati) 
egard a la formulc (lo) de la page ao'l du proiiiioi- Valiiiiio i ' i. on 
tircra des equations (aS) et (27) 


(28) 


(29) 


:rt -1- T'- 




I ^^y’( ^ ) f/.' 

1(1' O'))) 


et que la valeur do donneo par la roriuult* ( '.»<) ), s’evaiuMtira loti- 
jours pour a:' = ,r„; il suftira evidommont (rasMijoftir los Iduolious 

u, u', u\ .... 

dont la premiere verifie rdquation (t), it prciidfo, pour .o t,,, dos 
valeurs respectivement egales aux quantiles 

■^0? ‘^Ijt Vjat • • * 1 j 

On aura done, en vertu du thcoreme II, 


(3o) 

r-fi (( I' (/■) ))’ 

pourvu que, dans la fonction ontiero d<i r. eqiiivaloiito :tu raiUHU'l 
F{/-)-F(y)) , . ' 

/• Y) ’ remplace lesexposants dt' l:t loUro par dos iiidiot's : 

< 1 1 on tiieia de 1 equation ( 2 .)), luais sous la indiut* oouditioM, 

( 3 . ) V = r •(„ 

^ /' Y) ((i'(/-))) ((F(r)it ’ 


(■) OEUVPCS c/e Cauc/If, S. II, T. VI, p. 25:1. 



DBS CONSTANTES ARBITRAIRES, ETC. 
on, (•(' (|ui l■(‘vi(!ll( :ni idouk', 


: .!■< I )■ 


!'’(/•) Kco) „ 


r'' , 

- 

/• Y) 


'1*0 

r{z)dz 


((E(r)))' 


Si ii l’(M|un( 4 on ( 2^)011 sul>s(,iluiii(; collc-ci 




y- - 1 ■ a„r J \ x ), 


la valour (!(' ,v consorvrrail la forma ([uo. lui assigne requation ( 'iaV 
S('ul('m('ii( la (oiiolioii F(/-) (hivicmdrail: 

'■'I' ''(/•) ,/„/•«. 1 I a ^ r " I ro,. 

On potil, doiu^ ononcrr la proposition suivanto: 

TiiKoiubiK III. Si fort in/<[s>T<’ f ajtnuion (33) de rnanuh'o quc la 
fond ton >' d scs dcfivft's (fan ofdrc infa'icar a n se r-cduisent, en verla 

dr la sapposhion ,r .r„. <) drs rpianl lies donnx’es ■/!„, V),, la 

dilvar p-frifra/r dr y srra rrllr rpiv four nil Vajaalion {‘ISo.) jointr d la for- 

midr ( 3/| ), lorxtiar. dans Ir dtvrlopprmrnf da rapport - 

vant Irs paissanrrs rntirrrs dr 7], on Irans/ornie en indices les exposants 
tie rrs paissitnri '.v. 

/i.vernplr. — I’roposons-nous (I’intcgror requation 


< 1 (? maniero qm; ron ail, pour nun valour nulle do .r, r = v],i cl /'=■/], 
On trouvora, dans co cas [)artioulior, 

F ( /■ ) d -I- I , = /•vjO ^ q = O ; 


et Ton lirera de la formiile (Sa), en remplacjant les exposants de t] par 



SUR iA DETERMINATION 


(les indices, 


j 

v= / r(/-oo+u,)«"+ / 

1 " L 

-■) f{ r, ) 

J \ ^ 1 It r’ t n 

( 36 ) ^ 

! 


(. / ,.(.<■ :'V ' /'i 1 ,h 

j 2 I 

f 

• u 


r 

2 \/— I 


1 1 r ■■V >/, J . ,/. 

on, ce qui revient au memo, 

V 

(>37) 

J = Yio cosx + -fli sia.r ■( • / 

Jy 

siii(.r ;)/i- 1'/-'. 


Exemplell. - Proposons-nous oncoi'c rtMiiialitui 


( 38 ) 


d^y 

d.v“ 


dy 

(Iv 


■■■I",) 


de maniere que I’on ait, pour uue valeur mill(' do .r, ,v' ci v . 
On trouvera, dans cc cas particuli(!r, 

F (/■)=:/■** — a /■ + 1 - (/• i)N 

y^.)_F(Yi) _ (r-i )»-(Yi- 0^ . , 

/•— -0 "■ /• — Y| 

et I’on tirera de la formulc (3r) 

on, ce qui revient au inerac, 

( 4 o) 7 = ['0o + (yii — n„),r]e-' 1- / {x ^ z J>. s)t(i. 

d{\ 

Considerons encore I’equation diHerenliolli' 

d’^y d'^-'^y f/" 

dx’^ + B (A.^‘ -h B)- dx^^ « ^ ’ 

, dy itf^ 

'{Kx'-'r H)"-‘ dx {\x j. Ii)«d' 




DKS CONSTANTES ARBITRAIRES, ETC. ^9 

(Ians la(|ii('ll(( A, H, (/,, a.,, a„ designenl; des quantitc^s con- 

slanU's. Si rnii (ail, |huii‘ al)r(!gci-, 



. I ,, , A" 0 •■•(/•-/( -I- 2 ) - 1-- .. . -I- A /• + a,„ 


rin(('(gt‘al('. ga'nu'iralc d(( IN's 
ini(M‘ N'oltinn' (* ) | 


(jnalion (/|i) sera [wj/r la page 261 dii 


pre- 


(I;!) 


(' (p(c)(A.r-|- Bp- 

((l<'(r))) ■ ’ 


o(r) d(‘signan( uik; roiudinii arhilraiiai d(! qui no. d(ivienne pas intinio 
pour dos valours do /• propn's a v('(riti(n' la rornmh' 


(Vi) l<(0),:-:o. 

(ada p()S(‘. (•ouoovous d’aliord (pto los valours dos Ibnotio'ns ( 5 ), corriis- 
pou{laul(‘s a .0 .r„, doivont so. r(>duiro aux diflercnfs tonnes do la 

siiilo 


(io) 'flu 


\Y; ^ 1 ) 

A.r„ 1 b’ (A.o„ 1, B)2’ 


A'*-‘ri(Yi — 1 ). ..(•/] — «■+■ a) 

(A.rV.'i-'R'p'f 


(iouiiiKS ('ll ropr('S(!U(aut par m 1111 uoiuliro entiiu' inleriour a n, on 
lirora d(' la (’orimihi ( /I'l ) 

, , p /•(/■ ■ I)... w) -i-.)9(/q(A.rH-B)'--"' 

• ^ {{V(r))) ’ 


il sut'lira ('ni(l(uurnout (rassigner a la fonotion <f(r) une valeur telle quo 
Ton ail, pour m <' /i, 


(i7) 


/•(/•■ 1 ). . .(/■-- /« -M) 9 (/') ( A.ro-1- R)'- 
((I'' (/•)■)) 

r ■'I'""'')- 


n(ri 1 ). . .(tj -‘III ■ I- 1 ) 


. ( 4 - I ) 


((/•-V,)) 


oil, 0.0 (lui revioul an nuimo, 

, I w (/■-.- I ),..{/• — //?. - 1 - 1 )[(/•--- Y) ) ( A X'o -MB ) '-(p i/’) — F(r)] 

^ ' ^ <-' ' 


(') O/itivriK (ht Cauchy, S. 11, T. VI, p. 3i(). 

OEmr^s f/i* (\ «•* S. II, t. VU. 



suR LA Determination 

Or, en vertu de la formule (64) dc la page 2:1 d.i premier V.dun.e ( ' ), 
la condition (48) sera verifiee, si Ton proud 

( 4 g) (/■-rj)(Aa;„+R)''9('’) — !''('■) 


ou 

(So) 




,)^E(ri±.i'(A.v,-H) 

/ >• 


C designant une quantite constantc quo I’mi dovra rei 
si Ton vent que <p(r) conserve une valour liaio pour r 
done supposer 


(01) 




uire a - F(y, ). 
•q. On paurra 


En substituant-cette derniere valour de ip(r) dans la formule ( /jA )• 
trouvera 


( 52 ) 


_ p F(/-)-F(n ) / A.rV R Y 

^ ^ /•— Yj \A>ru-l- ii/ ((F(/')i) 


Par consequent on pent enoncer la proposition suivarite : 

THfeORfeME IV. — Si Von inUgre Veqaalion ( 41 ) (V‘ rmmiVn tfur (tt 
fonction y et ses derivdes d’un ordre infrrlrur d n sf mhtiscrif, pour 
X = x^, aux differents termes de la suite (45), lu ralrur dr y sent nUr 
que determine la formule (Sa). 

Concevons maintenant quo la fonction j, et ses derivees d’un orilre 
inferieur a n, doivent se reduire, pour x = x^, mm plus mix iliflermits 
termes de la suite (45), mais a des quantiles quolcomjues (Ii'-si;iiii‘‘e< 
par 

(17) no, ni, nj, 

Alors, par des raisonnements semblables a coux dont nmis nvons fail 
usage pour etablir le theoreme II, on prouvera sams peine ijini la valeur 
dey coincide encore avec cello quo fournit recjualimi ( 52 ) ijuand. 


( 1 ) OEwres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 36 . 
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ui)i‘(!s avoir dovcloppo la Traction 

(53) 

/• — T) 

(OH un(' s('“ri(^ (!(' tcrnu's proportionnols aux. diTferents produits 


( 54 ) yj" ■!, yj, yi(yi -i), Yi{yi — i). . .(n — « + 2 ). 

on r('in|)lac<^ r(ispt‘,(‘.(ivcnicnt cos niomos produits par les quantitcs 

(:>;») yjn, y)i(.r„t-^l, yia U’,, -h ^ 1 . •••» yi„_, I .r,, -t- ^ j . 


Ajoulons quo, pour (dTcotiKM- lo ddvidoppcincnt on question, il suftira 
([’avoir (5}»ard aux ohsiu-vations suivaidcs. 

Si Ton dt'sij'ue ()ar |■(.r) unc! Tonction eutieiT, d(i la variable x, du 
w, et par // un uotnbre outicr (|uelconqu(!, on aura gTindrale- 
rnent, on supposant A.r . 1 , 

1 l‘(.r I - /( ) -h J A |•(.'r) + A'-i ('(.r) -t- . . . 

(5(i) ' 

\ j . . 3 


puis on ('ll conr.lura, (ui rialuisant .r a zi'u'o, 


/„, , „ , ('(0 •((«) T(5!)-a('(i)-t-T(o) , , , 

!(«) : f(o) I- /( 1- ~ h... 


(• 57 ) 


(.2 


(■{/a) 


■ M ('(/« -- 1 ) -1- . . . ± r{o) / s / , 

( i n ( n - I ). . . (rt — H- i). 

I . . 3 . . . m 


Or, 1(^H d(!ux iiKunbri's de la Toruiule ( 57 ), ('dant des fonctions entieres 
(1(! «, qui deiiHsurent (!galcs toutes les Ibis qu’on prend pour n un 
noml»r{s (uitier, no cesscront pas d’etre 6gaux, si Ton y remplace n par 
,T (pair W Chap. IV de V Analyse algdhriqu(^{'). On aura done, quel que 
soil a', 

IOL-JIIL) .r (.r - . ) -h . . . 

( 1.2 

W,..-.- >1. . .(^._;n + ,)., 

r , « . 3 . . . 


1 f(,r) f(<>) 

(5B) 

( 'I- 


(1 ) OEuvms (h Cmw/if, S. 0, T. Ill* 
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Si, dans la formule (58), on substiUic la leUro v) I. la .r, Ir rap- 
port a la fonction f(aO. ‘‘1 •<' '> ‘ "‘"‘'I'l-f w, 

on obtiendra immedialement lo dev(doi)i)('ni(‘ii( (Irmaiidr. 

Considerons enfin I’equation differonlielb' 


( 39 ) 


( ^ 

djo^^ 




ffl, a?"-*/ rta _ _ 

Air-t-'B dx'^-'- ( A'.:c' H- B)“ dv“ ’’ 

«n -I 

(Arf.-VB)“-‘ d.r 


'>n 

(A.r 1 




L’integrale generale de cette equation sera {rotr la pag<- (in pro 
mier Volume) (') 


} -c ((F(/-))) <-■ 


K Lte) J) 


les fonctions (p(r), F(/') ayant les nnuues valours (jiio dans la for- 
mule ( 43 ); et, si Ton a rccours aux raisoimeiiii'nfs .’1 i’aidt' df.-qti.d'; 
nous avons (jtabli le theorcme III, on obtiendra ininu'dialeiin'iit la pro- 
position suivante : 

Tueoueme V. — Si I’ on inicgre V equal ion (Sp) tie n/aniere qite fa Jane- 
lion y el ses derwees d’un ordre inferieur a n se reditisenl, pour .r .r„. 
d des quantiles donndes 


"Oo, tilt Vsf ■ • • , 'flu i» 


J 


la valeur generale dey sera cclle que fournil I' equal ion 


i 


F(r)-F(v]) / Aa; + B y 
\ A aJj -+- By 


r — Y) 


i Bj" \l\z),h 


o Fir))) 


quand, apris avoir developpd la fraclion (53) en line serie de lermes pro- 
portionnels awe produils (54), on reinplaee ces rn^mes proiimts par les 
quantiles (55). 


(•) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. iiS. 
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Si a ro<[ua(ion (i) on sul)stUuait ccllc-ci 

/ <I"Y th a. d'^-’‘y 

\ "%/.r" ' A.r 1- IJ (“Er + B " 

((h) < 

/ I _ ^ \ 

I ( A'l: 4^3)"-* c/.c (A.r -H R)'“^ 

la vah'iir (!(( ,r (■onsorv(n‘ait la lomic que lui assignc I’equation (6i). 
Souloiuenl ia vah'tir (!(' F(/-) doviondi'ait 

( F(r) 

( <'■' ) 

( 1 c/, A" •'/■(/■ - 1). . .(/■-- n 4- a) -h. . . 4- fltt-iA/- 4- a„, 


par coiifiaajiKnil, on so (rouvorait conduit au theorenie que nous 
allons dnoiKMU' : 

TiiK.oiifc.MK VI. Si I' on in/7^ri' l.'e(jiuUion. (da) de maaidre que la fonc- 
lion y ('! xos dc'rivcrs d'tm ordrc infericur d n se reduisenl, pour x = a-,,, 
// d(‘s (juunlih'x donnvva 

1 > , ‘On 'll 

la va/eiir px/uralr dc y sera ccllc qiie fournU f equation {6i) joi/Ue a la 
formule (d'l). pouivu que, aprex avoir devtdoppe la fraction (53) cn une 
serir de tenues proportion nets atix produils (5/1), on remplace ces mdmes 
fu'oduits par lex quart tit ex (55). 

Hivetnple 1. I'roposons-nous d’integror I’equation 


((V,) 


d^y I dy y 
tix'^ * X dr ad 


do nmnioi'i' <jue Ton aity--v](» ct j'— Y]t pour x-—i. On trouvera, 
dans CO cas particulior, 

F(r) :~ r^- I, .■»„=:[, A = t, B=:;o, 

\ ! > !• — Y} 

(!t Ton lirera de la formule (6r), en rcmplaoant les exposants de y) par 
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des indices, 


suR LA Determination, etc. 


( 65 ) 


/■ 


: r 







ou, ce <|ui revient au meine, 

if A ' / i\ (.r 

(66) .7j "*■ ' I'-r 


Exemple II. — Proposons-nous d itil(‘i^r(‘f I (Hjii.ition 


(67) 


d-y 

d.T^ .r dx 


.z. 




de maniere que Ton aitj = 7]„ ot j' — v], [)our .r i. On (nuivo 
dans ce cas, F(/') = r'-* + 1 , 


( 68 ) 


: r 

o 


(^'no+- 



i') 


((/•■•' i i!i 


et, par consequent, 

(69) r = -n„cosl(ar) +Y)iSinl(.r) •+■■ /" ^ /(s) os I ( '' ) f/;. 



SUR 



Ua|)j)(>i'l()ns tons los points do I’cspaco a trois axes rcctangulaires 
(les .T, .r, s; et desigiions pai*.v, s', s", . . . Ics faces d’un polyedre qiud- 
contiue. Soient d’ailhnirs a, p, y; (5', y'; a", y"; ... les angles 

<|U(! d('s p('i‘peadiculaires (dcvecs sur les plans do cos fiices, et prolon- 
gees en (l<diors dn [)olyedrc, forment avec les demi-axes des coordon- 
nees positiv(^s. Le prodiiit .vcosa represcntcra evidemment la projec- 
tion de la liu'o s sur lo plan des y, s perpend iculairc a I’axe des cc, 
cett(i projection e(ant pris(^ aver, le signo -i- on avec le signe — , suivant 
(jiK! la face ,v s(ira situee par rapport an polyedre, du cote des a; posi- 
tives, on du (U)te des tv negatives. Do ineine le produit i’cos(3 on 
.vcosy representera la projection do la lacc s sur le plan des z, x on 
des ,r, y, prise avec le signe si la face s se trouve situee, par rap- 
port an ludyialre, du cole des y ou des z positives, et avec le signe — 
dans l(i eas coutraiia!. (lela [losc, si Ton nomrne projections algehrujms 
de la face s sur les plans coordonnes les trois produits ^cosa, .fcos^, 
.vcosy, on etahlira sans peine les propositions suivantes : 

'riif',oiu';ME 1. — ■ La sornme ties projections algehnques des faces d’un 
polytdlre ({uekoncpie sur chacun des plans coordonnes se rdduit d zero. 

C(‘ theorlunc, qui etait dejk connu, se trouve ronferme dans les trois 
equations 

/ .y cos « -f- s' cos ce' -+- s" cos a" o, 

( 1 ) I .y cos P -h s' cos (3' -+- .y" cos P" -1- . . . = 0 , 

( s cosy s' cosy' -+- s" cosy" o. 

Pour dcuionlrer ces equations, quand le polyedre est suppos6 convexe, 
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SUR QUELQUES P RO I' HI ET ES 

il suffit d’observer que la projection deco polyodn' sur Ic [dan drs v, 
par exemple, est tout ii la fois e({uivalen((' a la soianu^ dos Icrim's 
positifs du polynome 

( 2 ) s COS a ~h s' cos a' - 1 - s'" a >s 7/' i . . . , 


et a la somme des termes negatils pris on sigiio cunlrain'. Dane co 
polynome aura toujours, dans I’liypodioso d<Hi( il s’agil, uiit' vahnir 
nulle. On doit en dire autant dos deux polyndinos 

( 3 ) i COS p -o ,v' cos (3' -f ■ x" cos [i" i . . 

(4) s cosy 4 - s' cosy' + s" cosy" -i . . . ■ 

Le theoreme I etant ainsi demontrd, dans le cas on io polvtalro osi con 
vexe, il est facile de reconnaitro qu’il s’dtend an oas iiionio on oetto 
condition ne serait pas remplie. 

TiitORfeME II. — Supposons que, apres amir projetr les (lifariilrs famx 
d’un poly edre sur les plans coordonna, on multiplw la pro/W/ian alpv- 
brique de chaque face sur I’lin de ces plans par rum- des mordtmnees da 
centre de gravUd de la face que I’ on consular, puis, quo ran ajoutr a a 

produit ainsi forms torn les produits de mSmr espdr. La summr qui rn 

resultera sera equivalente au volume du polySdre, si I' on a employe dam 
chaque multiplication la coordonnSe perpendiadaire at/ plan ,sar letp/rl 

les differentes faces Staient prof elSes. Celle somme sera nulle dans le eas 
contraire. 


^ Si 1 on nomme o Ic folame du poljcdro, nl 5, 5', 

. .. les coordonnees des centiSs de gravilii il„« ,Mllv-n-„le> le 
theoriime II sera renferme dans les ncuf equalinns 

.t™;d . , 

I-. I— ,»s, 

Pour demontrer la premifere des equalious (S), p,,,j,.|„.,s les dilli- 
entes fsMs du polyedre sur un plan perpoudieulaire i! I'a^. des .r el 
qu. soit sitne tout entier. par rapport au polyisire, du odtti des ,e .i^,. 
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(ivcs. Soil, .r a Tcquation de cc domier plan. La projection de la sur- 
.V sur 1(^ plan ,'r = « sera reprdsentee, an signe pres, par le pro- 
duit .veosa, landis ([ue Ic volume compris entre cette surface ct sa 
projection sera c({uivalent an produit 

((■>) .<(5 — a)cosa 

|)ris aver, le signe -i- on avec le signe — , suivant que la surfaces sera 
sitiuai, par rap|)ort an polyedre, du cote dos x positives, ou dii cote 
des ,r nega(iv(^s. Cela pose, pour ohtenir le volume e, il suffira evidem- 
nnuit, si hi polyedre est eonvexe, de former les produits scmhlablcs a 
I’expression (d), [)uis d’ajouler, parmi ccs produits : i” ceux qui seront 
positifs; a" ceux (jui s('ront uegatifs, et de retranclier de la premiere 
somme la valeur numeri(ju(5 de la scconde, ce qui revient a reunir les 
deux somuHis en laissant chaquo produit affecte du signe qu’il pre- 
seale. On aura done 

(j) a) cosa 1 - .v'Cr ^0 cossc'-e «) coset"-!-. • .= r; 

[luis, on en coiiclnra, en ayant egard a la premiere des formules (i), 
(8) .v^ r. 

On etaldira de la meme maniero, si le polyi'dre est eonvexe, les deux 
equations 

(lo) 

et Ton recoruiaitra onsuitc quo les equations (8), (9), (10) peuvent 
etrii facilement etendues au eas oii il s’agit d’un polyedre quelconque. 
Pour demontrer requation 

( , , ) 4 cos 13 -V- s''i’ eos|3' -t- .f'i" cos P"H- . . . = 0, 

il suffit d’observer que le polyedre, s’il est eonvexe, donnera pour pro- 
jection sur le plan des a?, s une surface telle qu en multipliant 1 abscisse 
du centre de gravity de cette surface par la somme des termes positifs 

OEmrm — S. 11 , t. V H . ^ 
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SUR QUELQUES PUOPRUiTKS 

on par la somme des termes iiegatifs clu polynomo (.')), on r(‘|)n)thura 
la somme des termes correspondants a des cosiiuis posilits, on la 
somme des termes correspondants a des cosiims negatifs dans 1(‘ poly- 
nome 

(12) i I cos (3 + s'l' cos |3' -h .v"r 00s | 3 " -I- . . • ■ 

II est aise d’en conclure que les deux dernieres soniuK's si'ront (‘gait's, 
au signe pres,comme les deux premieres. Done, en rtninissant les deux 
derniferes sommes avec les signes qui leur convieniu'nt, on ohiiendra 
zero pour resultat, en sorte que la forniule ( 1 1 ) stt tronvt'ra vtunlit'e, 
Le meme raisonnement s’appliquo en gcin'n'al a celles des Ibrnnili's (.) ) 
dontle second membre est mil, et pent (itre facibniumt (‘tmidn an eas 
meme ou le polyklre propose, ccssant dY'tre conv(‘X((, pivstnilerait dt's 
angles rentrants en nombre quclconque. 

Aux proprietes des polyedres, enonc()es dans les lluntremt'S I t't 11. 
correspondent des propriettis analogues ({ue pn'senlent l(*s polygones 
renfermes dans des plans, et que nous allons inditjner tni pt'U de mots. 
Considerons un polygone quelconque renfenne dans le plan des.r, v, 

et dont les cotes soient designes par r, r, /■", Nmnnions a, f3; 

a', P'; a", P"; ... les angles queforment, avee. les deini-axes des eoor- 
donnees positives, des perpendiculaires t'leviies sur ees ct>t('s, et pro- 
longees en dehors du polygone. Soit enfm s la surlace du |t(d_\ gnne. et 
I', ... les coordoniKJCs des milieux des etVtes r, r\ 

r", — On aura 

(13) /’cosa + /''cosa' + . ..= 0 , /■ COS (3 -e /•' e,0Sf3' f- . . . ■ 

et de plus 

cosa + r'l' cosa'-t-. . . = rv) cos« ■+ r'r/ cosof' -H . . . o, 
i rf cos|3 + /•'^'cos(3'+. . . = 0 , r-n cosf3 . |~ /•'■// cos|3' ■!- . . . .v. 

Si, pour plus de commodite, on nomine pi'i>Jcril<>ns (tlp'i’bni/ufs des 
cotes du polygone sur les axes des y et x les prod nits 


/■cos a, r'cosa', /-"cos a", 
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(“i. 

/■cos(3, /-'cosP', /-"cosp", 

his (ujiiatiotis (i 3 ) ot (14) foiirniront Ics tlieoremcs suivants dont lo 
pmnihir clail (h’lja connu; 

'riiiUtitibiK HI. ” Si I' on projetle sur Vaoce des x on siir V axe des y les 
divers coIvh d' an poly^one iraee dans le plan des x, y, la somme de leurs 
projeclions alg(d)ri(H(es sera ecpdvalenie d zero. 

TuKOiubiE IV. - Supposons (pie, apres aooir projele sur r axe des x on 
siir liaxe d(\s y l(\s divers colds (V an poly gone renferme dans le plan des 
,t\y, on mnluplie la projei'lion algdhrniue de run de ees C(Ues par T abscisse 
on fordonnee da point i/ni le dmse en deux parlies egales, puis (/non 
ajonle an prodnit ainsi forme ions les prodnils de mdme espdce. La somme 
(jui en resnllira sera (kpdoaknte d la surface da poly gone, si I’ on a em- 
ploye dans ehaifue mnliiplicalwn la coordonnde perpendiculaire d V axe 
sur leipiel on projelail les dijfo'enls (H)les. Bile sera nulle dans le cas eon- 
iraire. 
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DANS UN CORPS SOLIDK. 


Lesgeometres qui ont reclierclue los equations (rtujnilihre on (h* mou- 
vement des lames ou des surfaces elastiqncs ou non elasliqne.s out 
distingue deux especes de forces produitcs, los ones par la dilalation 
ou la contraction, les autres par la flexion de ces meines surfaces. De 
plus, ils ontgeneralement suppose, dans leurs calculs, (|nc h's form's 


de la premiere espece, nommees tensions, restent perpendiculaita-s aux 
lignescontre lesquelles elles s’exercont. II ni’a senihle (pie ei's deux 
especes de forces pouvaient etrc reduites a une seule, qui doit eonstain- 
ment s’appeler tension ou pression, qui agit sur clunpu' (diunmit d’une 
section faite a volonte, non sculement dans une surface llexibh*, niais 


encore dans un solide elastiqucou non elastique, et qui est de la nuune 
nature que la pression hydrostatiquc exerei-e par un lluidr* (>n repos 
centre la surface exterieure d’un corps. Seulementla nouvelle pression 
ne demeure pas toujours perpendiculaire aux faces qui ini soul sou- 
mises, ni la meme dans tous Ics sens en un point doniK!. Kn di'vehqi- 
pantcette idee, je suis parvenu a reconnaitreque la pression ou tension 
exercee centre un plan quelconque en un point donnfi d’un corps .solide 
se deduit tres aisement, tant en grandeur qu’en direction, d(>s pres- 
sions ou tensions exercees contre trois plans rectangulaires ineiuLs par 
le meme point. Cette proposition, quo j’ai dejii indiqiu'u^ dans le fini- 
ktin de la Socieli phihmathdjue de janvier 1 823 ( ' ), pent (Hre etahlie a 
1 aide des considerations suivantes. 


(^) OEmres de Cauchy, S. II, T. If. 
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1)E LA PllESSION OU TENSION, ETC. 

Si, dans un corps solide clastique ou non elastique, on vient a rendre 
rif^ido (d invariable on petit, element de volume termine par des faces 
(jiielconques, e.e petit element eprouvera sur ses differentes faces et en 
elnunie point de chaciine d’olles une prcssion on tension determinee. 
(i(^t(,e pression ou t('.nsion sera semblable a la pression qu’un fluide 
ex(n‘e,e contre un element de I’enveloppe d’un corps solide, avec cette 
seule did’eremre (pn^ la pression exercee par un fluide en repos, contre 
la surface d’un corps solide, est dirigee pcrpendiculairement a cette 
surface de dehors (ui d(M]ans, et independante en cliaque point de I’in- 
clinaison (b; la surfac(i par rapport aux plans coordonnes, tandis quo 
la [)r(!Ssion ou tension exercee en un point donne d’un corps solide, 
contre un tri's p<ilit elenumt de surface passant par ce point, pent etre 
dirigee [uu'pendiculairement ou obliquement a cette surface, tantotde 
(bthors mi dmlans, s’il y a condensation, tautot de dedans en dehors, 
s’il y a dilatation, et pent dependre de I’inclinaison de la surface par 
rapport aux [dans dont il s’agit. Cela pose, soit e le volume d’une por- 
tion (In corps deveiuK' rigide, .v, s', s ", ... les aircs des surfaces planes 
on eourbes <]ui recouvreiit le volume e; os, y, s les coordonnees reclan- 
gulairi's d’un [mint pris au hasard dans la surfaces ; p la pression ou 
tension (“Xiircee en ee point contre la surface; a, p, j les angles que la 
perpendiculaire a la surface forme avec les demi-axes des coordonnees 
[losilives; enfin A, [x, v les angles formes avec les memes demi-axes 
[lar la direction de la force /x Si ron projettc sur les axes des.«,/ ets 
les prc'ssions ou tensions diverses auxquclles la surface sera soumisi,, 
les sonunes de lenrs projections algebriqucs sur ces trois axes scroiil 
representees par les iutegrales 


(') 


p cosX cosy dfdx, 
I'f p cos/xcosy dy dx, 
p cosv dydx. 


tandis quo les sommes des projections alg6briques de leurs moments 
litieaires seront respectivement, si Ton prend pour centre des moments 
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I’origine des coordonnees, 

. I J'y’p (ycosv — S cos IJ.) cosy dydr, 

(2) I Jf p (xtcos^ — ipcosv) cosy dy civ, 

( Jfp{x cosp— y cosl) cosy dyclr, 

oil, si Ton transporte le centre des moments au imint ijui a pour coor- 
donnees So, 

[ / f Piiy —yo) cosv — ( J - ^o) cosfi.] cosy dy dr, 

(3) — -o)cos)i — (j;' — a?o) cosv] cosy 

( ffp [(>2^ — ^ 0 ) cosfx — {y — 70 ) cosX] cosy dy dr. 

Dansces diverses integrales, les limites des integrations ndativi's aux 
variables x, y devront etre determinees d’apres la fbnnc du contour 
de la surface s, de maniere qu’on ait entre ces limites 

(4) j j cosydydx — n. 

Si la surface s devient plane, et le volume e tri-s i)etil, en soric quo 
chacune de ses dimensions soit considerec comtno unc quantitc infini- 
ment petite du premier ordre, alors les variations quo les trois pro- 
duits 

pcosl, pcosp, fCOSV 

eprouveront, dans le passage d’un point k un autre de. la surfaei' .v, 
seront encore infiniment petites du premier ordre; et, en negligeant 
les infiniment petits du troisieme ordre dans les valours des inte- 
grales (i), on reduira ces integrales aux quantites 

pscosl, ps cosp, ps cosv. 

Si d’ailleurs on fait coincider le centre des moments avec un point du 
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volume r, Ics inlegralcs (3) scront dcs quantites infmiment petites du 
(rolsieuu! ordn;, ct il suffira do negligee, dans ces integrales, les infini- 
ment pclits dii quateiemc ordec, pour qu’clles se reduisent aux pro- 
duils 



/ /M[(n— ,x„)cosv — (? 

— Z„) COS/i], 

(7) 

/«[(? — 3„) cos >1 —(i: 

— ■ .»„) cosv], 


( /«[(4 ~'^o) cos/j .— (-0 

— /„) cosA], 


I, v], 'C designant les rapports 

I I .f cony f(f dx j j yKQRydrdx j jztosydydx 
.V ’ X ’ ~s ’ 

e’est-.i-dire les coordonnecs du centre de gravite de la surface s. 

Suit maintenant rn la masse infiniment petite comprise sous le vo- 
lume (>. Uoncevons on outre que la Icttre f represente la force accele- 
ratricc appliquee a cette masse, si Ic corps solidc est en equilibre, et, 
dans le cas contraire, I’exces de la force acceleratrice appliquee sur 
celle qui serait capable de produiro le mouvement observe de la 
masse m. Enfin nommons X, Y, Z les projections algebriques de la 
force 9 , et rj,,, ‘Cn les coordonnecs du centre de gravite de la masse m. 
Si Ton su|>pose (pie la fore.e acceltiratrice 9 rcste la memo en grandeur 
(it (ill direction dans tons les points do la masse m, il devra y avoir 
(iquilibrc entiai la force motrice ^9 appliquee au point (^o»^o.‘Co). et 
les forces auxquelles se imduisent les pressions ou tensions exercees 
sur les surfaces s, s', .... Done les sommes des projections alg(§briqucs 
de toutes ces forces et do leurs moments lineaires sur les axes des a;, 
/, s devront se reduiro a z 6 ro. Done, si Ton se contentc de placer un 
ou plusieurs accents k la suite des lettres/>, "k, p, v, yj, ‘C, comprises 
dans les expressions ( 6 ) et( 7 ), pour indiquer les nouvelles valours 
que prennent ces expressions, quand on passe de la surface s a la sur- 
face s', ou s", ou s'”, ..., on trouvera, en negligeant, dans les sommes 
des forces projet 6 es, les infiniment petits du troisieme ordre, et dans 
les sommes des moments lin 6 aires projet4s, les infmiment petits du 
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qiiatrieme ordre, 


ps cos X + p's' cosV -+- • 
pS cos p + p's' cos p.' -h . 
ps cosv H- p's' cosv' 4- . 


o, 

, , -f“ /;/ 4' <>, 

, . -h /n7, nr; <>; 


I jjsKn-rJcosv -(?--„)cosp]+/.v'[(-o'--- r„)cos'/ ^ ■ ;„)c«sp' j [- . . . 

I -p Ol I ('0(t ■ ) / (^11 v() ) \ j t 

I -o)cos>. — (| — iro)cosv]+y.v'[(r — -«)cos/.' -- (;' .rj ciisv' | | . . . 

0^) j -[. /fi - v(i) \ — ■ {;,! • •('(()/ I ' <>, 

I p 4 (?-^o)cosp-(-/)— 7 o)cos?i]+//jf'[(?'".'"u)cosp' -- (r,'- ■•.»•„) cos/.' | i-. . , 

\ -i- //' liiv -‘‘u ) T (•/,„ - ■ ,r„) \ 1 ■" o. 


Or, la masse //2 etant elle-meme infiniment pelilo da Iroisii'KH^ ordre, 
les termes qui la renfermeiit seront du troisienie ordia^ dans les for- 
miiles (9), du quatrii^mo ordre dans les foruniI('s ( to). On ponrra done 
negliger ces termes, et remplacer les Ibnuules doat il s’agit par les 
suivantes : 

f ps COsA -4- p's' CQsX' + //"/ COsX" -1- cos)," -1- . . 0 , 

(1 i) ( ps COS p+ p's' cos p' +p"s" cosp" + p"'s'" cosp"' -h. . . -r o, 

( pjcosv H-p'i' cosd' +//"/ cosv" 4-//",?®' cosv" ■I-. o; 

I Jo)cosv — (C— 3o)cosp] 4-jo'.5'[(Y)'— .V„)C0SV' ~ - 5„)cOSp'l r... - , o, 

(!3) I .:o)cos) — (I — «^o)cosv] -+/)'.?'[(?'— ^0 <•<«)' — (;'—■'■„) cosv' I i o, 

( />'S[(5 — •^o)cosp — (-C— j„)cos)] 4-/>'.v'[(^'--u-„)cosp'-.(ri' ■ .,)•„) cos)' ] i-. . . ■■..■o. 

Si Ton voulait tenir compte des variations que peuvent eprouver la 
force acceleratrice f et ses projections X, Y, Z, quand on passe d’un 
point a un autre de la masse m, il faudrait remplacer, dans les eqna- 
tions (9) et (lo), les six quantites 


mX, mY, mZ; 

'«[(^o- 7 o)Z-(Co--o)Y], 
s,)X — (^0 — i»o)Z], 
m[(?o-a?o)Y-(no-7o)X] 



DANS UN CORPS SOLIDE. 


65 


pai‘ six iiUa^a'ah's do la formo 


Jll pXdzdydr, f J J pY dz dy d.r , fffpldz dy cU- 
j'j'j'p\iX .fo)/- - 

.1.1.1 dzdfd.i', 

_ 1‘1'j > 1 ( ,r . . ,r„) Y - {y -- .)•„) X] dz dy dx ■ 


p dosif>'naul, la doiisil.o du corps solidc^ au point (.r. r, ct les iimitcs 
(l('s integrations otaiit ladativais aux Iimitcs da volume o. Mais, oomme 
l(\s trois ()r('ini('res integrahis s('rai(Mi( des iiifinimeutpotits du troisieinc 
ordr(^ (d les (I'ois (h'laiii-res d(>s iutinimont petits du quatrieine ordre, 
on s(' Iroinau'ait (Miron' ratneiie aux Ibrmules (ii) et (lay H resto a 
faire voir r.onuiu'nt, ii I’aidi' de c(\s (brmules, on pent diicouvrir les 
relations (|ui (‘xisleni (‘litre les pressions ou tensions excrcces en un 
[loint (lonn('‘ d’lin (•or[)s solide rontn^ divers plans menes sin'cessive- 
nient par le iiHMile point. 

CoiHUiVons (raliord ([tie le voIuiik' e [ireiine la forme d’uii prisiiie 
droit, dont les deux liasi's soient repn'isentc'es par .v et par /. On aura 
s' .v; (‘t si, 1(‘S diiiK'iisions de ('lia({ue base ('rtant (amsidiirees romuie 
inlininient jietifes du pn'inier ordre, la lianteur du prisme devient uiie 
([uanliti'i inliiiinieiit petite d’lin ordre supi'srieur au premier, alors, en 
luigligeant, dans les foraiules (r i ), li^s inlluiment pojtits d’un ordre 
snpiM'ieur au second, on trouvera 

{p eo8?i I- //r.os 7/ i.v ■ o, {p eosg ■|-//cosfA')* — (/^eosv +//cosv').v = o. 


on, ee (jui revierit au ineme, 

// cos 7' ■ ' P cos?,, p' COSg' ' - — P cos (A, p' COSv' = — p COSV, 


et Ton en eonclura 

cos?' cos)., 


p'-p, 

cos p.' -- COS p, COS v' = — COS v. 


ties dornilires ('ajuations out rigoureusement lieu dans le cas oil la hau- 
- s. n, t. vn, 9 
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teur du prisme s’evanouit, et comprennont an thcorcnio donl voiri 
I’enonee : 

Theoreme I. — Les pressions ou tensions exercces, en un point donne 
cVun corps solide, centre les deux faces d’un plan (juelconc/uc mene par ce 
doint, sent des forces e gales et directement opposecs; cc qu’il etiiil. facila 
de prevoir. 

Soient maintenant 


(‘^) p', p", p"’ 

les pressions ou tensions exorcecs au point {x,y,z-) ct du cote d(\s 
coordonnees positives contre trois plans mcncs par c(‘ point parallohi- 
ment aux plans coordonnes des y, z, des z, x et des ,r, v. Soi(>n( d(‘ 
plus A', f, V; 1", v"; V, f", v'" les angles formes par l<>s din'c- 

tions des forces/,/',/' avec les demi-axes des coordonnees positives. 
Enfin concevons que le volume e, prenant la forme d’un parallelepi- 
pede rectangle, soit renferme entre les trois points nnmes par h> 
point (x,y,z), et trois plans paralloles mcnes par un {toinf triis 

voisin(a? + Aa;,j + Aj, 3 + As). Les pressions ou tensions, snppor- 
tees par les faces du parallelepipede qui aboutiront a c(! dernier point, 
seront a tres peu prfes 


04 ) 


p'A/Az, p"AsAx, fAx-Ay, 


tand« qae leurs projeclions algekriquos sur les ax.» ,le» .r, y 
reduiront sensiblement aux quantites 


(i5) 


/cosA' AyAz, /cosA' AzAx, /cosA'" A.r Aj, 
P' cosp' Ay Az, P« cos p" As Acc, f cosp'" Ax Ay, 
P' P" cos v" As Ax, / cos v'" Ax Ay. 


. ““ P” ==)- seroal, ce vcrtu u„ t|„, 1 

ivement egales, mais directement opposees a celles oo! ’ ' . 

les faces p„.l«es abou.issaa. a„ IL 

one es pi ejections alg^bciques dc ces nouTcllos tensions seront ntii 
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mcriciiuiitK'nl cgales aux projcolions algebriques des trois autres, mais 
alHujIecs (!(' signcis conU’aii'CS, en sortc quc chacune des formules (ii) 
d(vvi(!ndi'a id(!ril.i(|ne. Ajoutons quo Ics centres do gravite des six faces 
dll paralhVlepipede se canfondront avcc leurs centres de figure, et 
seront situes sur trois droit.os inenecs parallclement aux axes des a-, 
y, s [lar le ci'.ntre du jiarallelepipedc, c’est-ii-dire par le point qui a 
pour coordoniiei^s 

• r I'-h-Ar, - H- - As. 

Cola [lose, il est clair quc, si Ton prend ce dernier point pour centre 
des moments, la premiere des formules (12) donnera 

/)" cos v" As A.c p'" cosjx'" t^x A/ ^ 

( - p" cos v" ) As A.r -1- (— p" cos p '" ) Aas Ay ^ = o, 
et par conseiutenl 

/ p" cosv" — : //" COS/Jt"’. 

) On troiivcra do mCnic 
t'<i) I 

I //" cos >.'";= // cosv', 

I p' cmp' //' cos a". 

(iomme les axess des .r, r, s sent entierement arbitraircs, les equa- 
tions (id) compreniient evidomment le tbeoremc que nous allons 
enoncer : 

TiiKonf;MK II. — Si />ar un point (jnelconque d’ un corps solide on tnene 
dcwv ceres c/iiise coi/pe/U d angles droits, el si Von projette sur Van de ces 
ares la pression oti tension supporter par un plan perpendiculaire a V autre 
a a point dont il s’ agit, la projection ainsi oh tenuc nc mriera pas quandon 
eehangera e/ifre eiur ces mhnesasces. 

(ioneevons b present que le volume e prenne la lorme d un tetraedre 
dont trois arfites coincident avec trois longueurs infiniment petites 
port 6 c 8 a partir du point (a?, y. s) sur des droites paralleles aux axes 
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coordonnes. Considerons Ic point (d?,/, 5 ) comme etaiit Ic soninx't dc 
C6 tfttraodro j dosi^nons so base par ct soiont oc, |3, I('S *in^lcs 
forme, avec les demi-axes des coordonnees positives, uiio perpc'iidicu- 
laire elevee par un point de cettc base, mais prolongce eii dehors dn 
tetraedre. Les trois faces qui aboutisseiit an soininet dn tetraiMlia* 
seront mesurees par les valeurs numeriques des prodiiils 

(i-*) ,9COSa, ^cos(3, ,vcosy. 

Celapose, si Ton nomme/)la pression ou tension snp|)()rlee par la basti 
du tetrabdre, et si Ton continue d’attribuer aux quantiles //, //', //" les 
valeurs qu’elles ont revues dans les equations (i(3), la prenuiere, des 
formules (i i) donnera evidemment 


ps cos A ~ p' cosl's cosa — // cosl''s cos[3 — /j'" cosX"'.v cosy ^ o . 


et, par suite, 


pcosl —p'ocsl' cos «-(-// cos X" cos(3 +//" cosX'" cosy. 
On trouvera de niSme 

pcosp= p' cosfx' cosa -i- p" cos/ji" cos(3 - I - p'" cos p." cosy, 
p cosv =// cosv' cosa + p" cosv" cos(3 + p'" cosv'" cosy. 


Done, si Ton fait, pour abreger, 


('9) 


on aura simplement 


' A— p' cosX', 

B —p"cosp", 

C =j[;"cosv"', 

I) =p"cosv" 7-p“'cOSp'^ 
E —p"'c,OS'k'''=r.p' cosv', 

1 F =/ cosp'=//' cosX", 


I /)CosX =Acosa-t-F cos^ + Ecosy, 
< B cos p = F cos a -{- B cos (3 + I) cosy, 
I cosv = E cos a +- D cos |3 4 - 0 cosy. 


( 30 ) 
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(’jCs (IciMiieros (‘(|ual.ions font connaitre les relations qui subsistent, 
|)oui‘ 1(! point (.r, _r, s), entrc les projections algebriques 

I A, F, E; 

(->.') F, B, 1); 

( E, I), 0 

(les prcissions //, //', //" ('xenuies cn ce point, du cote des coordonaecs 
positivi's, eonlns ti'ois plans parallelcs aux plans coordonnes, et les 
proj(U“.lions alg(''bri(pi('s 

(5) pc.osl, pcos;ji, pcosv 

do la pression on tension p excreaie an meme point contre un plan 
(plelcon({n(^ p(!r|)endicnlaire a une droite qui, prolongee du cote oil la 
forc(^ p s(^ inanib'ste, forme, avec Ics dcmi-axes des coordonnees posi- 
tives, les angb's a, [3, y. 

bln partaut (h's (upiations ( ao), il est facile dc rcconnaitre que, si le 
v<diune e, an Ii(ui de in-esenter la forme d’an tetraedre, est termine 
par nil nombre qiKdiaaKpu! de faces planes, les foriuules (ii) et,(i 2 ) 
seront tonjonrs viiriliees. Kn effet, cos din'erentes faces etant represen- 
t(ies par x, s', . . nommous a, fl, y; P', y'; ••• les angles que des 
droites per|>(miliculaires aux plans dc ces memes faces, et prolongees 
en (bdiors du volumi'. e, forment avec les dcmi-axes des coordonnees 
positives. 11 suflira, pour obtcnir la premiere des formulcs (ii), 
d’ajonter 1(« (Mjualions (i) de la page 55, apres les avoir multipli^es 
respectivmnent par A, F, M, puis d’avoir tigard a la premiere des for- 
mules ( 20 ), ainsi qu’aux formulcs analogues. On etablirait, de meme, 
la .seconde et la.troisiemc des formulcs (ii), cn ajoutant les equa- 
tions (i ) (p. 55), apres les avoir respectivement multipliees par les 
coofticients F, B, I), on par les coefficients E, D, C. Enfin, si I’on com- 
bine les formulcs ( 20 ) etautres du meme genre, non seulement avec 
les liquations (i) de la page 55, mais encore avec les equations (5) de 
la page 5(5, on parviendra sans difficulte auxformules ( 12 ). 

On deduit aisdment des formules ( 20 ) : 1 ° I’intensite de la force p; 
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2° Tangle compris entre la direction de cettc force et la p(;rpeiidicti- 
laire an plan contre lequel elle sexercc. lin cflclr, si I on ajonfe (‘cs 
formules, apres avoir eleve an carre chacun de leurs irieinhres, on (rou- 
vera 

jd- = 4 - ( A cos a + F cos (3 -+- E cos y )■ 


( 22 ) 


■ (F coscc + B cos(3 4 - 1) COS'/)'-* 

■ (E cos a 4 - 1) cos S -hC cosy)% 


De plus, si Ton nomme § Tangle dont nous vonons do parlor, on aura 
evidemment 


(23) cos 5 = cos « cos X 4 - cos p cos fA 4- cosy cosv. 


et, par suite, 

gQc. 5 _ ^ cos® a 4 - B cos® (3 4- C cos® y 4- 2 1) cos (3 cosy 4 - 2 E cosy cos at 4 ■ 2 F cos a ct is ,3 

Ajoutons que, si Ton remplace la force p par deux coniposanlcs, doni 
Tune soit comprise dansle plan quo Ton considoro, ot Taufiat [X'l’pt'n- 
diculaire a ce plan, la seconde composanto sera roprosonUk', an sigiu^ 
pres, par le produit 

K\ ( P cos5 = A cos®ot 4- B cos®(3 4- C cos®y 

j 

( 4 - 2 D cos (3 cosy 4- 2 E cosy cos a 4 - a F cosat cos ,5. 


Observons enfin que cette seconde composanto sera uno tonsinn mi 
une pression suivant que la formule (aS) aura pour second nionihri! 
une quantite positive ou negative. 

Supposons maintenant qu’a partir du point (x, y, s) on porte, sur la 
perpendiculaire au plan contre lequel agit la force p, uno longuour r 
dont le carre represente la valeur numerique du rapport 


( 26 ) 


p COS^’ 


et designons par ti;4- x, j 4- y, 


4- z les coordonnbes di^ Tt'xtrouiitb 
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(1(1 (‘(itld mfimo longnouc. On aura 


(■.17) 

(aS) 


y 


(jd.sst ' cos (3 cosy 

I 


:± \/x--hy2+z==± 




-H- r 2 • 


y^coso 

('(,, [Kir consequent, la rorinule (25) donnora 
( a(j ) A x.® -I- Dy- Cz'-* -f- a Dyz 4- ?.Ezx + aFxy ■_ 


Les variaiiles x, y, z, comprises dans rtiqualion (29), sont les coordon- 
lu'ies do l’extr('imil(i de la longueur /■, compteos a partir du point 
(.r, s) sur trois axes rcctangulaires; et cette equation clle-meme 
apiKirtient a une surlace du second dcgrii qui a pour centre le point 
(.r, _y, s). Lorsque le jxilyiKHiie 


( A (:os'’*a I R cos^S -1- cos-y 
(.'io) ‘ ' 

I -f- a I ) cos (3 cos y -i- 2 E cos y cos a H- 2 F cos a cos (3 

conserve le metne signe, quelles quo soient les valeurs attribuees aux 
angles a, fJ, y. alors re((uation (29), laiduite a rune dcs suivantes 


{ , 3 1 ) A x“h Ity^ ' I" Cz®-|- 2 Dyz -1- aEzx 4- aF’xy = 1, 

( 3 '-i) A x'''-!- Ry'-'-r Oz“"i- 2 Dyz 4- 2 Ezx 4- aF’xy = — i, 


r('pr(iseiite un ellipsoide. Mais, si le polynome ( 3 o) change de signe, 
tandis (fue les angles a, ( 3 , y varient, I’ellipsoide dont il s’agit fera 
[ilace an systiune de deux liyperholoidcs, dont Tun sera ropr^sente par 
l’(j({uation ( 3 i), 1 ‘autre par I’ciqualion ( 32 ); et cesdeux hyperboloides, 
(lout I’lm oflVira iineseule nappe, I’aiitre deux nappes distinctes, seront 
c.onjugiuis ( ' ) entre eux, do sorte qu’ils auront le meme centre avec les 
nuinies axes, et seront touches a I’infini par une meme surface conique 
(In second degre. Ajoutons quo, dans le premier cas, la force 

( 3 :-!) ±pcosa=^ 


{ ‘ ) Fair, rolalivoraont aux pro()ri(3Ld8 dos hyperboloides conjuguds, les JLecons sur les 
applications du Caloul Inflnitcsinud d la G6om4trie, p. ayS {OBuor^s de Cauchy, S. II, 
T. V). 
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sera toujoursune tension, si le polynome (3o) cst positif, line pression 
s’il est negatif. Dans le second cas, an contrairc, la force doiit il s’agit 
sera tantot une pression, tantot une tension, selon que rextreinite du 
rayon vecteur r se trouvera situee sur la surface de 1 un on d(' 1 aiilre 
hyperboloide ; et la meme force s’evanouira toutes les fois (jne ce rayon 
vecteur sera dirige suivant une generatrice de la siii'laiu! eoiiique ( i- 


dessus mentionnee. 

On demontre aisement que la normale, rnencc i)ar rexlreinite du 
rayon vecteur /• a la surface (3i) ou (32), forme, avcc les dcmii-axc's ' 
des coordonnees positives, des angles dont les cosinus sent proportion- 
nels aux trois polynomes 


A cos a -+- F cos (3 + E cosy, 
F cosa + B cos(3 -+- 1) cosy, 
E cos a + 1) cos p ■+■ C cos y . 


Done cette normale sera dirigee suivant la rncme droite (|ue le rayon 
vecteur, si Ton a 

A cos ot -f- F c os p h-_E cosy 
cos a 

F cos c! 4 - B cos p + T) cosy 
cosp 

E cosa H- D cosp H- C cosy 
cosy 



La forinule(34) se verifie, en effet, lorsque le rayon vecteur coincide' 
avec I’un des axes de la surface (3i) ou (32). Alors aussi on tire d(is 
equations ( 20 ), combinees avec la formulc (34), 

35\ _ cos|x _ cosv y^co^®^ 4- cos^' 4 - cos® v _ ^ 

cosa cosp cosy y/cos®a-hcos®p !-cos®y 

et il en resulte que la force p est elle-mfime dirigee suivant le rayon 
vecteur r, ou suivant son prolongement. Par consequent, aux trois axes 
de la surface (3i) ou (32) correspondent trois pressions ou tensions, 
dontchacune est perpendiculaire au plan contre lequel elle s’excrce. 
Nous les nommerons ou tensions principa/cs. 11 est d’ailleurs 
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(iu'.ilc (!(' s’assiii‘('r (lu’on l.i‘ouvc parmi ellcs la pression ou tension 
nKtrlnnini (il la [ua^ssion ou tension /tiinimurn; car, si Ton egale a zero 
la val('ur (h^ <//> tiree do la t'onnulo (aa), ct si Ton a egard a I’eqiia- 
lion 

(,')()) <'(»s‘'*a -h cos- (3 -f- co.s*“y = i, 

on v<'rtu (1<( Ia(|n(‘ll(‘ uiu' des trois variables a, p, y devient fbnetion 
d(‘s deux aiitia's considenu^H coinme independantes, on sera immedia- 
U'UK'nt raineue a la (briiude (d/|). 

Si, a parlir du point (•*•, r, z-), on portait, sur la perpendiculaire au 
plan eontn^ le([U(d agit la Ibree p, unc longueur cquivalente, non plus 
a la racine earre(i du rapport rt — luais a la fraction en desi- 
guaut par .r i x, r + y, - h- z b^s coordonnees do I’extremite do cette 
longiKMir, on trouv(‘rait 


(■^ 7 ) 

( 37 ) 



(d, par suite, la forinule ( 22 ) donnerait 

(38) (Ax I F.y -I Ez)*-l-(Fx -h Uy 4- I)z)= -l- (Ex - 1 - Dy-h Cz)2= t. 

r/equation (38) appartient a uu ollipsoide dont les axes correspondent 
aux valours do a, [i, y deterininces par la formule 


j A ( A I'.OH a t - F c-os ji 1 ^ K cem y ) -e F ( F cos a -t- B cos Pj- 1.) cos y ) h- E ( E cos a -t- D cos p + C cos y ) 

COS a 

F ( A (‘.os « F <iOS B -H F cos y ) ■+ B ( F cos a -h B cos p B cos r)H-D a -h D p h- C cos y ) 

coslS 

F ( A (‘OS (X ( F cos '■+“ F cosy ) "+■' B ( F (,*()S a •+• B cos p 4- 1 ^ cos t)y 1" a 4- D cos P cos y ) ^ 

’ — 

Or, celle-ci 6tant cvidcnioient verifiee par les valeurs de a, p, y qui 
satisfont a la formule (34), on peut affirmer que les axes, du nouvel 
ellipsoide sont diriges suivant les memes droites que les pressions 6u 
tensions principales. On arriverait a la mOne conclusion en observant 

««<-/•«* C.- S.II, <. VII. 
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que les valsurs TncLxiTniiTn et minitnuni du rayon vccteur, <■ cs{-a-diic 1(( 
grand axe et le petit axe de I’eUipsoide, correspondent neeessairenient, 
en vertu de I’equation (3y), le premier, a la pression ou tension mi/ii- 
mum, le second, a la pression ou tension maximum. 

En resumant les diverges propositions que nous venous d’etaldir, on 
obtiendra le theoreme suivant : 

TheorIime III. — Si, apris avoir fail passer par an point doniui d’un 
corps soUde un plan quehonque, on porle, d parlir de ce point et sar cha- 
cun des demi-axes perpendiculaires au plan, deux longueurs equimlenles, 
la premiire a 1’ unite divisee par la pression ou tension exercee contre le 
plan, la seconde d 1’ unite divisee par la racine carree de cel te force pro- 
jetee surl’un des demi-axes que Von considere, ces deux longueurs seront 
les rayons vecteurs de deux ellipsoides, dont les axes seront diriges suivant 
les mimes droites. A ces axes correspondront les pression s ou tensions 
principales dont chacune sera normale au plan qui la supporte.ra , et 
parmi lesquelles on rencontrera toujours la pression ou tension maxinuirn, 
ainsi que la pression ou tension minimum. Quant aux autres pressions ou 
tensions, elles seront distribuees symetriquernent autour des axes des 
deux ellipsoides. Ajoutons que, dans certains cas, le. second ellipsoide se 
trouvera remplace par deux hyperholdides conjuguds. Ces cas sont crux 
dans lesquels le systime des pressions ou tensions principales se compose 
d’une tension et de deux pressions ou d’une pression et de deux tensions. ’ 
Abrs, si Von substitue d la force qui agit contre chaque plan, deux compo- 
santes rectangulaires, dont I’une soil normale au plan, cette dernidre com- 
posante sera une tension ou une pression, suivant que le rayon vecteur 
perpendicuhiire au plan appartiendra d Vun ou d V autre des deux hyper- 
holoides, et eUe s’ evanouira quand le rayon vecteur sera dirige suivant une 
des gdndratrices de la surface conique du second degrd qui touche les 
deux hyperbohides d Vinfini. 

Goncevons i present que du centre du premier ellipsoide on mene 
arbitrairement a la surface trois rayons vecteurs qui se coupent h an- 
gles droits. On prouvera sans peine que, si I’on divise I’unite par 
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chacun do cos rayons vectours, la somnie des carres des quoUenls sera 
uno (jiiaiitild constante, dgale a la somme qu’on obtiendrait on faisant 
co'iaoid(n‘ los Irois rayons vccteurs avec Ics trois demi-axes do I’ellip- 
soid(“ (^ixyir los L<‘i'o/is sur fey applications du Calcul infinitesimal a la 
(leonuUrie, p. 27/i ot 270) ('). Do cette remarque, jointe au troisieme 
(hdorbu)o, on dcduil. iinnuidiatomcnt la proposition suivante : 

'rnoouftMn IV. — Si par an point domic d un corps solide on fait passer 
trois plans rcctan gulaircs cnlre eiuK, la somme des carres des pressions ou 
tensions supportecs par ces mhnes plans sera une quantile constante, 
egale a la somme des carres des pressions on tensions principales. 

II pout arrivor (pio los trois |)rossions ou tensions principales, ouau 
inoins deux d’tuitro olios, devionuent c(juivalcnlcs. Lorsque ces forces 
so roduisoat a trois pressions ogales, ou a trois tensions egales, les 
d('ux ollipso'idos dont nous avons park; so reduisent a deux spheres. 
Alors il y a dgalitd d(^ pression ou do tension on tons sens, et chaque 
[U’ossion on kuision ('st p('rp(ui<liculaire au plan qui la supporte. 11 iin- 
porto d’ailbuu's (robservor quo, do cos deux dernieres conditions, la 
s(ioondo no |)(Uit (Mro ronipli(^ qu’autant quo la preniibre Test pareille- 
UKiul.. bin (diet, si ron suppose la force p constamnient dirigee suivant 
la (Iroito (pii ftn-nus avoc. los demi-axos des coordonnees positives, les 
angbis a, {i, y, la foriuulc (d/|) ou ( 3 n) subsistora pour vine position 
quolconquo do ciitto droito, el, par consequent, pour toutos les valeurs 
doi a, jiJ, y [tropros a vdrilior rdquation ( 36 ). Or on tire do la for- 
inulo ( 3 /i ) : i" on supposant deux des quantiles 

cos a, cos (3, cosy 

reduitos a z6ro, et la troisieme a I’unUe, 
l4u) I):.~C), E = 0 , P=o; 

2'’ on ayant dgard aux equations (do), 

(./lO A':^B = C. 


(!) OEuvres de Cauchy, S. II, T. V. 
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forces et les projections de la derniere sur une droite perpeiuliculiure 
au plan dont il s’agit. Les angles a, p, y compris dans ces nu-.nes equa- 
tions sont precisement les angles que forme la perpendiculaire au plan 
avec les axes suivant lesquels sont dirigees les pressions on tens.ons 


principales. 

Dans le cas particulier oil Ton considere uniquement des points 
situes dans le plan des n;, J, el oi. I'on fait ahslniction ,le i’une <l,'s 
dimensions du corps solide,les formules (/p). (dfl)- {^l)' (dd i. ( do,) 
peuvent etre remplacees par les suivantcs : 


(50) 

(51) 
(52 ) 

(53) 

(54) 


p cos). — A cosa, p siiA --- R sin a, 
cos= ot + sin'-* a, 
p cos 5 = A cos- a •+■ B sin'-*«, 
Ax.2-t-By2 = ± 1, 

A-x*“-l- B'-iy''*^!. 


Alorsaussi les ellipsoides on hyperboloides, ineiitionni'S dans les iheo- 
remes II et III, se rMuisent a des ellipses on a des hyperboles conjn- 
guees, representees par les equations (T)3) et (.n4). 


Dans d’autres articles, je ferai voir comment on pout deduirc des 
principes ci-dessus etablis les equations qui exprimcnt I’etal d’eiiui- 
libre ou le mouvement interieur d’un corps solidc elastique ou non 
elastique. 
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IjI'.s valoiu's (1(1 /xios'A, /n‘.()S[x, /niosv, doniuios par les formules (20) 
(1(1 rarticld piTMiodoiil., sont. (inliiironKinl. scinililables aux valeurs des 
(loniposaiiU's P('(‘Uui}j;nlain's do la lorco (jiii. solliciterait un point mate- 
riel placa'i (Ml pr(''S(iM(’,(i do pliisioiirs centres fixes d’attraction ou de 
r(i[)nlsi()n, et tri'S |Mmi (''carti'i (rime position dans la([uellc il rcstait en 
(i({uilil»r(‘ an inili(Mi des eenin's dont il s’agit. En elTet, concevons que 
le point niat(‘riel, apri's avoir eoi’ncidii, dans la position d’equilibre, 
avee rorigine des coordomn'ies, ait (ite transport(3 a une distance tres 
petite et (hisigiuie |)ar p. Soient (railleurs 

r, r', . . . les rayons v(M;teurs memis de roriginc aux divers centres 
fixes ; 

U, H', ... lea forces d’attraction on de repulsion qui, emanant des 
nuMiK's centres, sollicilaient le [mint rnati'iricl dans la position d’equi- 
lilire ; 

1> la r(isultante de c(dles auxijnelles ce point est souinis apres son (U- 
placement. 

Soient enfin 

sc, y; fT, h, C; P’’ 

les angles ([ue forinent avec les demi-axes des coordonnees positives : 
1“ le rayon vectour p; 11“ Ion rayons vecteurs t, f , 3" la direction 

de la force \K En supi>osant le point materiel ramene a la position 
d’liquilibre, on etablira sans peine les equations 

(1) 2(ri: R cos'ft) "^o, 2(±: Il cosi() = 0, 2(±: R cosc) = 0, 

la lettre 1 iudiquant une somme de termes semblables, mais relatifs 
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aux divers centres fixes, et le signe ± clcvant etre reduit, laiitol an 
signe tantot an signe +, suivant que la force R sera repulsive on 
attractive. Soit maintenant f(r) la fonction do la distance /• (pii niesuri' 
la force R. Tandis que le point materiel sera transporte do 1 origiiie a 
I’extremite du rayon p, les quantites r, R, a, h, c prendront des accrois- 


sements correspondants que nous designerons a 
rislique A, et Ton aura evidemment 


I’aidc (1(1 la caracte- 


i 

' (/• + Ac) cos(a + Aa) — rcosa — p cosa. 
' (/■ -H A/') costt' + AZ)) = /■ cosZ^ — p cosp. 

l» j 

' (/•-4- Ac) cos(c 4- Ac) =rcosc — p cosy: 

(3) 

■ R + AR = /(/' -f- A/') ; 

U) 1 

' Pcos^=2[±(R-l-AR)cos(«-hArt)], 

^ Pcosp=2[±(RH-AR)cos(Z^H- AZ;)], 


Pcosv =:2[±(R + AR)cos(c -h Ac)]. 


On trouvera, par suite, 

( (/• + A;')- = (rcos« — pcosa)* 4 - (rcosi — pco.s|3)M- (rcosc — p cosy)" 

( tA ) I 

( HZ — 2 r p (cosa cos a H- COS b cos |3 ~h cose cosy ) -h ; 

puis, en considerant la quantite p comme iutiuiinent petite du premier 
ordre, et negligeant les infiniment petits du second ordre, on conclura 
des formules ( 2 ), (3), (5) 

( 6 ) A/- = — p(cosa cosa + cosZ»cos|3 -t- cosc cosy); 

( 7 ) R + AR =/(r) 4-/'(/-) A/- = R -f- /'(/■) Ac; 


1 cos(a -h Aa) 

__ /’cos<2-- pcosa 

cos a — 

cos a 

cos a . 



/• 4- Ar 



( cos(b~h Ab) 

__ r cos^ — p cos (3 
""" r 4- Ar 

=:COsb^ 

cosS 

'P-t'-- 


( cos(c 4- Ac) 

/* cosc — p cosy 


cosy 


7* 4 - Ar 

^ cosc — 

P 



Cela pose, en ayant egard aux equations (i), on reconnaitra que les for- 
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I ProsX . 


/'{'■)- 


( 9 ) 

< P (‘OSp, 





I P COSV ' 

-i-! 

/'{>■) 

... fd'f 

r 


cos a A/ 


■ fir) ) 

•qz —pcosot 

■^^pcos4 

/('•) ) 

■qr ■•i-'--'-pcosy ; 


puis, ('ll ri'iiK'daiit pour A/- sa viilcur tirc(i de la formule (6), et faisant, 
pour al)n'‘p;i!r, 

fi'-y 


\ 


(">) 


^ R pijrr 
c . pijzr 

i> P^!-r 


cos^ a qi *'• 

- I C0S^/> q: 


/'('•) 

1 COS/> COSO 


;• I 

/('■) i 


r 


cos“ c qz ~p- 1 ; 


fV) -H 


(>n 


E-pAj:,: I /'(/•)+•';. 

/-(,.) H- Jp} 


1 COSO COS O' 


cos a COS b , 


oil (rouvora (h'lfinitlveincnl 

P cosX r:, A cosa ”h F COS (3 H- E cosy, 

I' cos y. ■■:■■■ F cosa -h B cos (3 + 1) cosy, 

1’ cos V ; z; E COS a -I- I) cos p q- G cos y. 

I.OS roraiulcs ( 12 ), ainsi quo plusicurs propositions qui s’en deduisent 
ot qui sont analop;uos aux thdoremes I, 11, IH du precedent article, 
sont (lues a IVl. Fresnel, qui les a doniKies dans ses Hec/ierches sur la 
(loulde refraction. 
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SUR 


LA CONDENSATiaN ET LA DILATATIOI^ 

DES CORPS SOLIDES, 




Lorsqu’un corps solide vient a, changer do forme, et que, par Ihdl'cl 
d’une cause quelconqiie, il passe d’un premier etat natiirel on arliti- 
ciel a un second etat distinct du premier, cliaquc (dement du volume 
se condense ou se dilate, et les divers (ilements oflhmt, en gfom'n-al, d(‘s 
condensations ou dilatations diverses. U y a plus, la condensation on 
dilatation du corps en un point donne pent nVdre pas la nn'mie dans 
tons les sens. Nous allons entrer, a ce sujet, dans quclqiucs (Udails <|ui, 
plus tard, nous seront fort utiles pour la solution de (fuchpu's pro- 
hlemes de Mecanique. 

Rapportons tons les points de I’espacc a trois axes rectangulaires, 
ct supposons que le point materiel, correspondant aux C/OordoniuM's a', 
y, 5 dans le dernier etat du corps solide, soit pr(jcis(’iment eelui qui, 
dans le premier etat du meme corps, avait pour coor(l()nn(';(!S les trois 
differences 

J-ri, 

Si Ton prend x, y, z pour variables independantcs, i, yj, ( seront d(!s 
fonctions de (c, y, z qui serviront a mesurer les (hiplacemcnts du poini 
que Ton considere parallelement aux axes des coordonnees. Soit 
d ailleurs r la distance qui, dans le second 6tat du corps solide, separe 
deux molecules m, m', correspondantes aux coordonncics x, y, z, el 
X -4- Ax, y + Ay , s + As, en sorte qu’on ait 

/-s — Aj-h- 
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Coinme cos deux inuleculos seront celles qui, dans Ic premier etat, 
avai<‘ii(. pour coordonnees 


e( 


■r I - A.r 




,r ■ I ■ ir ( Yi-i- ^ ir + i. + . , . 

' <I.r Of - dz 


:■ ■ I A; 


, dC , (K . OK , 

? -I- A.c ~i — Ay 4 — A 3 + . . . 
ihv Of ■ ()z 


il esl c.lair (|ue, si Ton ddsigrui leur dislance primitive par 


(■'!) 

oil (I’ouvi'ra 


/• 

7 

I "h £ 


C'l) 



A.c 

<k A 
()x 

(h A 

■’ T- Ar 

fly 


A)- 

(h: 

(>n , 

- 

df • 

--^^A3 

0 

A3 

(i.r 

“ ■ > - A 'K 

<) r ‘ 

Oz 



Soii'iil maiulenaiit a, p, y les anj>lcs quo forme, avee les demi-axes 
des coordoiindes imsitivcs, le rayou vecteur r mone do la molecule m a 
la nioldcule m'. On aura evidomnient 


(^V) 


A.r /•e.osa, A/ ccosp, A3=rcosy; 


el, (ui supposaut la distance r infinimout petite, on tirera de I’equa- 
tion (/j) divisdo par /’“ 


. I H £ 


S / /)£ ()f O 'r \ 

~ (cos « “ j", cos ot — cos p — 7,^ cos y 


(d) 


cos|3 ■ 


dz 


, geo,.- gcosp- geos, )■ 

/ dt dK o d? 

4- (^cosy-^cos«-~cos(3~^cosyj . 
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La (juantite i + £, detBriiiineG par la forniulo cst <uiti(' (‘lios(‘ 

que le rapport du rayon vecteiir r a I’expression (3), o’ost-a-din' lo 
rapport entre les distances qui separentles deux nioleciiles intininu'iit 
voisines m et tn, dans les deux etats du corps solide. Par suil(', la 
valeurnumeriquede s servira de mesuro a ce qu’on [)cut nonum'r la 
dilatation ou la condensation Uneaire du corps suivant la (linadion du 
rayon vecteur r, savoir, a la dilatation linoairc, si s est uiu' (juanlilc 
positive, et a la condensation oii contraction linoairc, dans l(' cas coii- 
traire. 

Concevons a present qu’ii partir du point [w, y,z-) on porU; sur la 
droite qui forme, avec les demi-axes des coordonncos positives, l(>s 
angles a, y, une longueur equivalentc a i + e; et dcsigaoiis par 

a: + x, 7 + y, 5-hz 

les coordonnees de I’extremite de cette longueur. On aura 


(7) 


.--rL- .. 7_ 

cos a cos (3 


et la formule (6) donnera 


z 

cosy 


= ±(t4-£); 


(8) 


1 


f <)n 

(hi 

<)n Y 

1 \ dx dy^ 



ry>’- 

'ih y 

1 




i)YV 

1 

+ 1 


. 

dz y 


Cette derniere equation represente un ellipso'ide dont la construction 
suffitpour indiquer les rapports qui existent entre les dilatalions ou 
condensations lineaires dans les diflPerentes directions antour du point 
y t ^)* Nous appellerons dilatations ou condensations principaics 
celles qui correspondent aux trois axes de I’ellipsoidc, et parini hxs- 
quelles on rencontre toujours les dilatations ou condensations nuun- 
mwn ou minimum. Les autres se trouvent symetriquement dislrihuees 
autour des trois axes de ce meme ellipsoide. 

On peut aisement deduire des equations (G) et (8) les valeurs <les 
variables e et a, y qui correspondent aux condensations et dilata- 
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tious liiicairos pi’incipalos. Ea offet, si Ton pose, pour abreger, 



les rorambis (G ) (it (H) h(( redairoal aux saivaate.s : 


( 0 ‘ K c, os'* fit - I-- 1$ c.os^p -f- C cos-y -i- a 1) cos^ cosy 

( * ^ 

( -1 ' E cos y cos a -i - ?. K cos a cos (3, 

(i:; ) Ax- I It.y- i- (>/■*■ 1 - a l).y/. -l-'.<Ezx h aFxy i. 

Or, (bias rcllipsoule repr('!S('.al('i par r(!([aa(,ioa (i3), Ic rayon vccteur 
iikmk'' (la c(ia(r(' .i ua poia( do la sarfacic sera normal a ccUe surface, si 
1('H angles a, {i, IdraHis par Ic! aHaae rayon vecteur avec les demi- 
ax('s (1('S (•oordoinKMis posilives, vfiriiient la fornuile 

, A cos a 1 • F cos fi i - 13 cos y __ _ F cos a - 4 - B cos p + 1) coj y __ l^cos « + l) cos^ + C cosy . 

cosa ■■■■ casp" - cosy ^ 

('t, eommc les (rois fractions (jui precedent, (pjand elles devicnnent 
((gales eatre elles, sont ea m(>nic temps (a{uivalcntes an rapport 

os« i-l'cosP' 1 - Ecosy)cosa-l - (F cosa-+-B cos p -hi) cosy) cosPh- (E cos ot-i-T) cos P +C cosy) cos y 

cos^a 4-cos'*P -I- cos-y 

il esl clair ((uc les valeurs de 0, a, p, y correspondantes aux dilatations 
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ou condensations principales seront determindes par la fbnnule 

Acosa-i-Fcos(3+Ecosy Fcosoe +B cosP+D co sy Ecosa i-D cosp i-C c.osy 

cos a ' COS(3 ■' c.osy ‘ 

jointe a I’equation 

(i6) cos'“«H- cos®|3 H- cos^y — : 1 . 

D’ailleurs on conclura de la formulc (i5) 

/ (A — 6) cosflcH- Fcosp 4- E cosy o, 

(ly) ( F cosa 4- (B — 0) cos(3 -h I) cosy o, 

( E cosa 4- D cos(3 4- (G — 0) cosy : - o, 

et, par suite, 

(i8) (A-5)(B-0)(C-0)-D»(A-0)-E=(B-(})- FHC-O) i-uDEF ■ 

Soient 6', 6"' les trois racines de cette deraiero e((ualion, (0. s', a", s'" 

les valeurs correspondantes de s, en sortc qii’on ait 


Chacune des trois quantites s', s", s'" represen tcra (oiijoars, l()rs(|u’ell(' 
sera positive, une dilatation principale et, lors(ju’elle sera negative, 
une condensation principale prise avec Ic signe — . De plus on aura 
evidemment, en vertu de I’equation (i8), 

/ 6'+0"4-5»'=A-hB4-C, 

(20) 6" S'" -h 8'" 9' + 0' 9" = BC 4- CA 4- AB - D* - - F‘, 

( 9' 9" 9'" = ABC - AD“ - BE“ - CF^ 4- a DEF. 

Si Ton supposaitles axes coordonnes paralleles aux droites niene<>s 
par le point (a7,j,s), et correspondantes aux dilatations ou condensa- 
tions lineaires principales, I’equation (i3) representorait un ellipso'ide 

rapporte, non seulemeni a son centre, mais encore a ses axes. On aurait 
done alors 

(21) 


D = 0 , E = 0 , F=:o, 



m 
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ou, (‘0 qui r(wi(!nl an memo, 

.j. ^ !hl ^ ^ ^ 

<) )■' ()y ds ()v dz ^ dy ds’ 

i_ (Ji (Ji <H 

d.v ()z dz (hv dz dx dz dx^ 

i^l- .{_ 1^!!. .'^i .|,_ 5^22 _i_ ^ . 

//>' ihv <).f ()y O.c <)y dx dy ’ 

o(. commo ro(|ual,ion ( i8) s(5 roduirait a 
(■C5) (\-0)(I{-0)(G-0)=-.o, 

oil poiirrail, iirondia! 

(a/,) 0"r -B, 0 "'=-{]. 

I>ar sui((‘, la (drmulo ( 115 ) donnerait 

('(.■>) 0 O'(‘.os*o£ I-- 0"cos‘’“P H- O'" cos“y, 


oil, CO qui 1 ‘ovioiit an mdmo. 



L’dqiialioii (aO) sorl a doduiro la dilatation ou condensation, mesurce 
suivant an axo (|U('lcon(|ue, dos condensations on dilatations prinei- 
palos, mosurdoK suivant trois axes qui so coupent a angles droits, quand 
on connail los angles a, p, y quo forme le premier axe prolonge dans mi 
oortain sens avec les trois autres. 

Outre les condensations ot dilatations lineaires dont nous venous do, 
parlor, il pent etre utile do considerer la condensation ou dilatation 
(run triis petit dlemerit do volume qui renferme le point {oc,y, z). Or, 
supposons que, en vertu du changeincnt d’etat du corps solidc, ce petit 
('dtanont ait varie dans le rapport de i a i -i-u. La valeur numerique 
do u servira preeisement a mesurer ce qu’on pent appeler la dilatation 
ou la condensation du xyolume au point (a?,/,-), savoir la dilatation du 
volume, si la quantile u est positive, et la condensation du volume 
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dans le cas contraire. Ajoutons qu’il snffuM, pour delortniunr la <inan- 
tife u, de connaitre les condensations on dilatations lineaiiTs pnnci- 
pales ’ c’est-a-dire, en d’autres termcs, Ics valours <1.^ e', s", s'". Kii 
effet, concevons, pour fixer les idecs, qnc lo pcdit olonu'nt, (!(> voluuu' 
ait ete renferme, dans le premier etat dn corps soli(l(>, sous uue smiaoo 
spherique decrite avec un rayon infiniincnt petit. (tesij,uio par p. (,o ptdit 
element, qui avait alors pour mesurc Ic produit 

prendra evidemment, apres le cliangenient d’etat, la foriiu' d un ollip- 
soide, dont les trois axes seront 

p(H-e'), p(i + e"), p(t4-E"'), 

et en consequence il devicndra equivalent au produit 

flTp^>(H-e')(t + £")(! +£'"). 

On aura done 

-a"') 

H-u_ 

ou, ce qui revient au niemc, 

(27) I + u = (1 + £') (1 + e") (i -H n .-r 

En combinant cette derniere equation avee la troisieuu' dos I'or- 
mules (20), on trouvera 

( 28 ) (ttu)' - “■ “ ***'“ ~ • 

Les equations (10), (it), (12), (17), (27) (d (28)80 siiuplifituit, 
quand la forme du corps solide varie tres pen dans Ic jtassago du prt*- 
mier etat au second. En effet, si Ton considerc les (pianlites 

Yl, c, E, U, s', e", e" 

comme infiniment petites du premier ordre, on tirera des etpiations 
dont il s’agit, en rempla^ant 0 par (r +• e)-», et nbgligoant les infiui- 
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uu'nl: pciils (In second ordrc on d’un ordre plus (Eleven 


(.<)) 

1 

15 .:r: 1 — ft --- , 

()f 


Cj I 2 — - 5 

()z 

(3o) » “(J' l 

pP )’ 


d4\ 

rzj’ 

+ 

1 

!1 


(3r) 




dr\ 


<K 


<)n , d? 


dr + Tz [Tz + dj ) 

■' (dr ■ '■ iJl) COSaCOS(3; 


(33) 


<yi 

(Ir 


<,>s« 4- (I 4- COSP 4- (I 4- g ) cosy =:o, 




d:: <)y 


; 1 cosy nzo, 


/<K 

Vdr 


(Is 


cos a 




, „ », {)n ^)C 

c' ...L- s'' ^L. 1 1 . 

^ ‘ (U ()r (h 


Alors aussi I’cliiniualion (l(‘s angles a, [3, y entre les formulos (32) 
produira Tecpialion 


I'' 


di; 

<).r 


<)n 

dp 

(D, 

(1 3 (OV Vd'C 


h‘) 


do , d;\ /()'; \ ()'^\ f<yi , d-o 


dj7 \d-c d^y Vdj Ojc 


-H 


dr 


dr d-/ Vdf' 


do 


do\- /d," 


d/ d.r / \d; 


((ui juira pour nudnes I<'h (juantiU'is e', e", e"', ct dc laquelle on con- 
ed nca 




.... , , dc"..- Hi + . 

£ c - I- £ £ 4- £ E - - d- 




35) 


I /Po d?\* i/d_: ^V_ 1 

VP5 P/j 4 \d.c p-j 4 Vd/ dry ’ 


dd'e-- _ i 

“ d.r d>- d; 4 d.r Vds dyj (idy\dx dzj 


4 ()^ \(if 

OEu^res fh C. — S. II, t. VII. 


fdf\ dK \ 


(dl 

dv) X 

[Tz + Fr J 

* \pa; dz ) 

(d/ 

dx) 


12 
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Si Ton supposait les axes coordonnes paralleles aiix dfoitea suivant 
Ies<^uelles se rnesurent les dilatations et condensations pi in(«ipa,lcs icKi- 
tives au point (a?, j,s), les conditions (21) ou (22) soraient veciliccs. 
On aurait done, en negligeant les infiniment petits du second ordre 
ou d’un ordre plus eleve. 


(36) 


d: 



dx 



d| ^ (hi __ 
dy <).v 


et, comme par suite I’equation ( 34 ) se reduirait a 



on pourrait prendre 


(38) 




<K 

(h' 


Dans la meme supposition, la formulc ( 3 i) donnerait 

A': Ay 

(39) £= ^cos^a-H ^ cos'- (3-1- — cos' y, 


ou, ce qui revient au meme, 

(4o) e = s' cos' a H- s" cos' (3 -f- s'" cos'y. 


Cette derniere se deduit immediatement de I’equation (26 ), quand on 
considere s, e', t", s'" comme des quantites infiniment petites. 

Revenons au cas oil les axes coordonnes sont diriges suivant des 
droites quelconques. Alors, si Ton fait, pour abreger, 





( 4 i) 






dn 

V 




- 1 - 


dt 

dj’ 


/■_ dS dl 

1- j 

OX oz 


^ (K 

w - 

<// dx 


la formule ( 3 i) donnera 


E = X cos'« -t- ■99 eos'l3 -1- 3 cos'y 

-1- 2® cos (3 cosy -r 2C cosy cos a -1-25? cos« cos (3. 


m 
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Concftvons iiiainlonaiit qu’a partir, du point {x,y,z) on porte, sur la 
(Iroilo ((111 I'oniic avoc los donvi-axcs dcs coordonnees positives les 
:uip;l('s a, p, y- uiie longnour dont le caire represente la valeur nume- 
ri(|U(‘ du ra[)port 'y, (d designons par x -t- x, y y, + z les coordon- 
iiees ( 1 <^ rextremite dc cette longueur. On aura 

^ - — — ~o = — —±k / ± -j 

' ' cos a cosp cosy V £ 

et Ton tirera de la formulo ( 4 ‘-i) 

( /i /j ) nt, x*-* - 1 • 111. ,y “ -1- o -1 - a (Oy z -h a zx -i- a .T xy = ± i . 

f/eiluation ( 41 ), seniblahle a la formule(29) de la page 71, appartient 
a uae surlace du second degre, dont le centre coincide avec le point 
(.p, _v, z). Cette ineiue equation represente un ellipsoide, dans le cas 
oil £ lie e.hange pas de signe tandis que Ton fait varier les angles a, j 3 , y, 
<>t s(' redui t alors ii 

( /j r. ) .1, x“ 1 ■ 'ill>y^ H 2 z- - I- a (Dyz -h a .t' zx -h a -f xy — 1 , 

on liien ii 

( ■jc.) 4 .,x’ 1- ii!.y*+ C zM- ad\vz -i-a.;'zx -i- a, 1 xy = --i, 

selon que ron supposes constarnment positif ou constammcnt negatif. 
Dans ee cas, il n’y aura, autour <lu point {x,y,z), que des dilatations 
liiuiaires, si s est positif, ot des condensations lineaires, si sest negatif. 
Dans le cas contraire, I’ellipsoide so trouvera remplace par le systfeme 
de deux liyperholoides conjugues, dont I’un, represente par I’equa- 
tion (44), couiprendra les extromites des rayons vecteurs diriges dans 
les divers sens suivant losquels le corps solide se sera dilate, tandis 
que I’autre, representd par l’6quation ( 4 ^), comprondra les extreinites 
(les rayons vecteurs diriges dans les divers sens suivant lesquels It 
corps solide se sera condense. Ajoutons que, dans tous les cas pos- 
sibles, les condensations ou dilatations maximum ou minimum cor- 
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respondront evidemment a deux axesde I’eHipsoide ou dos deux liyper- 
boloides. Celapose, on pourra c%oncer la proposition suivante : 

Theoremk. — Supposons qiie, par I’cffel d’tine cause qmieonqae, an 
corps solide ait passe d’un premier elat nalurcl ou artijiciel a an second 
etat trespeu different du premier, et qiie, a partir d’un point donne de ee 
corps solide, on porte, sur c/iacun des demi-awes ahoulissant au nu'nte 
point, line longueur equivalente a V unite divisee par la raxdne earnh' de la 
condensation ou dilatation lineaire mesuree suimnt le demi-axe que I' on 
considere. Cette longueur sera le' rayon vecteur d’un ellipsoide qui aura 
pour centre le point (a;, y, s), et dont les trois axes correspondront a trois 
dilatations ou condensations principales. Quant aux autres dilatations ou 
condensations, elks seront symetriquement distrihuces autour de ces trois 
axes. Dans certains cas, 1’ ellipsoide dont il s’agit se trouvera retnplace par 
deux hyperboloides a une nappe et a deux nappes, qui, ctant eon/ugae's 
Vun a V autre, auront le mime centre acec ks mhnes axes, et .seront tou- 
ches a I’lnfini par une mSme surface coniquc du. second degre. Ces cas 
sont ceux ou il y aura, autour du point donne, dilatation dans an sens, 
condensation dans un autre. Akrs la surface conique dont nous venous 
de parler separera la region dilatee, qui correspondra au premier hyper- 
holoide, de la region condensee qui correspondra an second, et les genera- 
trices de cette surface conique indiqueront ks directions suimnt lesquelles 
iln’y aura ni dilatation ni condensation. Ajoutons que, parrni les conden- 
sations ou dilatations principales, on rencontrera ton jours, si le corps est 
dilate dans tous ks sens, ou condensi dans tons les .sens autour du point 
(x,y, z), un maximum et un minimum de dilatation, ou bien un maxi- 
mum et minimum de condensation; et, si le contraire arrive, une. dila- 
tation maximum a^ec une condensation maximum, 

Il peut arriver que les trois condensations ou dilatations principales, 
ou au moms deux d’entre elles, deviennent equivalentes ou se rddui- 
sent a zero. Alors Tellipsoide et les hyperboloides mentionnes dans 
le theoreme precedent deviennent des surfaces de revolution ou des 
cylindres, et peuvent meme se.reduire b une sphisre ou i un systeme 
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(1(! (leiix plans parallM(',s. Ainsi, on particiilier, lorsque le corps solidc 
ost (lilald (Ians tons l('s sons on condcns(j duns tons les sens, et quo K's 
ooinhuisa lions on dilatations priindpales sont equivalentos, rellipso'idc 
s(5 clians^aH ('n niui spliinas ot la condensation on dilatation liinsairo a 
mu' valour (unistanU', (|ui rosto la nuuno, dans toutes los directions 
anlour dn point (.r, Dans cc cas, la condensation ou dilatation 

(In volunu^ (isl ('':vid(umnent Ic triple do la condensation ou dilatation 
lin(''air('. 



SUR LES MOUVEMENTS 

QUE l^EUT PRIiNDIlE 

UN SYSTME mVAKIABLE, LlBllE, 

OU ASSUJETTI A CERTAINES CONDITIONS. 


§ I. — Considerations gene rales. 

Lorsqu’un systeme invariable, libre ou assiij(‘Ui ii (‘.erlaines condi- 
tions, se meut dans I’espace, il existe ontre los vi(css(^s d(!s diUcnnits 
points certaines relations qui, dans beaucoiip de cas, s’exprinK'iil (its 
simplement, etque Ton deduit des formules ndativiis a la transfdrnia- 
tion des coordonnees. Je vais montrer, dans cot artiide, quo les ineines 
relations peuvent etre tirees du principo do vitesses virtiiidh's. Ordi- 
nairement, on se sert de ce principe pour determiner hvs rorees eapaldes 
de maintenir en equilibre un systeme de poinis inateriids assujetli ii 
des liaisons donnees, en supposant coniuies les vitossiis qne I’os points 
peuvent acquerir dans un ou plusieurs inouvements virtnels du sys- 
teme, c’est-a-dire dans des mouveinenls compatibles avec. les liaisons 
dont il s’agit. Mais il est clair qu’on pout renverser la ((lu'stion, et 
qu’apres avoir eta.bli les conditions d’equilibrc par une methode quel- 
conque, ou meme, si Ton vcut, par la consideration dis (iinilqin^s-uns 
des mouvements virtuels, on pourra se servir, pour determiner la 
nature de tous les autres, du principe quo nous venous de rapjudor. 
Ajoutons qu’il est utile, dans cette determination, de substituer an 
principe des vitesses virtuelles un autre principe que Ton tire iinrne- 
diatement du premier, et qui se trouve renferine dans la proposition 
suivante. 
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'riiiioisKMi;. - Sappoxons qae deux systdrnes de forces soient successivc- 
mcn l appliques a des pain is assuJeUis a des liaisons quelconques. Pour que 
CCS deux sysl ernes de forces soient equivalents, il sera necessaire, et ilsuf- 
fira que, dans an mouvemcnt rurtuel quelconque, la somme des moments 
virtuels des forces da premier sysldme soil egale. a la somme des rnoments 
I'irtuels des forces du second sysle'me. 

nemonstration. ~ Supposons que Ics deuxsystemes do forces donnes 
se composeMl, I(! premier, des forces P, P', P", Ic second, des 
forc(^s Q, Q', Q", .... (a'.s deux syslcincs seront equivalents si un troi- 
siimic systiuiK'., clioisi d<i iniuiicre ii faire oquilibre au premier, fait en 
mcme temps (Mpiilihre an second. Or soient R, R', R", ... les forces qui 
com[)oseront ce Iroisiimie systemc. Pour que le principe des vitesses 
virtmdl(^s suit vcrille, il sera necessaire, ct il suffira, que, dans un 
mouv('.m(!nt virtiud ([mdeonquo, la somme des moments virtuels des 
forces R, R', R", ..., prise en signe contraire, devienne equivalente, 
non seubumuit a la somme des moments virtuels des forces P, P', 
1’", ..., mais (uieoia; ii la somme des moments virtuels des forces Q, 

Q', Q", Done ees deux dernieres sommes devront etre egales et 

aHeelees dn rneme signi*. 

Nous allons maintenant appliquer Ic tlieorerae qui precede ii la 
determination des niouvements que pent prendre un systemede points 
materiids lies invarialde.ment les uns aux autres. Nous comrnencerons 
par examiner le eas oii tons ces points sont compris dans un plan fixe 
(lout ils no doivent jamais sortir. Nous passerons ensuite au cas general 
oil on les sup()ose disposes arhitrairement dans I’espace. 

§ H. — .ST/r /ff d'un systame de points materiels, qui, etarit lies 

ifUHiriahlemefit les tins mur autres, et compris dans un plan fixe, se nieu- 
oent sans sortir de cc plan* 

Considerons un systemc de points materiels qui, etant lies invaria- 
bleraent les uns aux autres et compris dans un plan fixe, se meuvent 
sans sortir de ce plan. Le mouvement du systbme etant compatible 
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avec les liaisons donnees sera un mouvemcnl virtuel. Cela pose, on 
deduira sans peine, du theoreme etabli dans le § I, les propositions 
siiivantes : 


Tiieorehe I. - Si, a une epoqiie quelconcjue du /ncmrmml, dvna- poiitls 
dusYStemeinmriahk ont desvilesses nulles, les vitesses de tons les aid res 
points se reduiront a zero. 

Demonstration. — Ce theorijmc, qui est evident par lui-meine, ([uand 
les deux points donnes ont des vitesses constamment nulles, e’est-a-dire 
quand ils demeurent en repos, peut etre deniontre, dans tons les eas, 
a I’aide des raisonnements quo nous allons indiquer. 

Soient A', A" les points dont les vitesses sont nulles, et co la vitess(' 
d’un troisieine point A choisi arbitrairement. Si Ton ap[)li(|ue a ee, der- 
nier point une force P, comprise dans Ic plan lixe et dirigee d’une 
maniere quelconque, on pourra generalement la decomposer en deux 
autres forces P', P" dirigees suivant les droites AA', A A". D’ailleurs, 
ces droites etant invariables, on pourra supposcr la force P' appli(fue(' 
au point A', la force P" au point A", et alors la sornmc des moments 
virtuels de ces deux forces s’evanouira. Done, la force P, equivalcmte 
au systeme des deux autres, devra elle-memo fournir, en vertu du theo- 
reme etabli dans le § 1, un moment virtuel egal a zero. On aura done 
necessairement 


(i) Po) cos(P, w) = o, 

quels que soient Tangle (P, co) et Tintensitc de la force P, e’est-a-dire, 
en d’autres termes. 


(a) w=o. 

Ees raisonnements qui precedent ne seraient plus applicables si le 
point A Mait situe sur la droite A' A". Mais alors, en rempla^ant la 
force? par deux forces parall^les P', P" respectivement appliquoes aux 
points A', A", on d^montrerait, comme on vient de le faire, les for- 
mules (i) et ( 2 ); et Ton reconnaitrait encore que, dans Thypotbese 
admise, la vitesse du produit A se reduit k z6ro. 
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TiiKoiu'uMr, II. — Si, () line epoque qiiclconque du moueement , lesvilesses 
de Ions les jmuiIs dii syslemc invariable sont differentes de zero, ces vi- 
lesses seront Ionics egules el dirigees suivant des droiles paralleles. 

Dentonslralion. ~ En elfVl., soicnt co', u>" les vitesses de deux points 
(Hi(‘l(‘,()ii(|U(‘s A', A". Si ces vitesses no sont pas dirigees suivant des 
di'()i(<'s pai‘allid(is, les perpcndiculaires clevecs sur leurs directions et 
dans le plan donue, par les deux points A', A", se couperont en un 
troisiiMiu^ |)oiut A. Or, si Ton applique a cc dernier une force P com- 
prise (Ians le plan tixe (d dirig(30 (Pune inaniere quelconque, la force P 
sera ('(|uival('iit(^ an systeinc de deux autres forces P', P" dirigees sui- 
vant l()s droiles A A', AA" et respectivement appliquees aux points A', 
A", (iela p()S('i, si Ton noiuinc o) la vitesso du point A, on aura neces- 
sainuiKdit, en vertu du tluH)reine (uionce dans le § I, 

(3 ) I> r.) cos ( I', f,.) r-r. P'm' COS ( P', w') -h P"6.>" COS (P", w"). 

D’ailleurs, les droites AA', AA"('itant perpcndiculaires aux directions 
(l(^s vit('ss(‘s co', (o", ou aura (‘lU'ore 

( .'l ) e.O K ( P ' , 0 / ) O, CO s ( P" , m" ) — o . 

Done la formule (3 ) doiinera 

( 1 ) l*c.)COs(P, r,)) = o, 

quelhxs quo soient les valours des quantiles P, (P, co), et, par conse- 
(jiient, 

r.) = 0. 

(lette conclusion ctant contraire Ji Phypotliese admise dans I’enonce du 
theorenie II, il (!st clair que le point A ne saurait cxister. Done les 
vitesses de deux points quclconqucs A', A" sont dirigees suivant des 
droites paralleles. 

11 rcste a faire voir quo les vitesses co', co" sont egales. Or conside- 

rons (ft ibord le cas ou la droite A' A" n’est pas perpendiculaire aux 

j3 


— S, 11} t. VII. 
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directions de ces vitesses. Le point d’application d’unc force P, diri-e<> 
suivantcette droite, pourra etre transporte, soil cn A', soit en A'. On 
aura done 

( 5 ) Pw'cos(P,u') = P'-'"cos(P, m "), 

et, puisque les angles (P,w'), (P, «") seront egaux sans etre droits, 
on tirera de la fofmule (5) 


(6) w'=&)". 

Si la droite A' A" etait perpendiculaire aux directions de loutes h^s 
vitesses, on clioisiraithors de cette droite un point quelcoiuiiK' A donl 
on designerait la vitessepar w; puis, en raisonnant coniine on vientde 
le faire, on etablirait les equations co'= o>, to"— to, desqnelles on tire- 
rait encore to'= co". 


TheorSme III. — Si, a une epoque quelconque da minwemetil , an seal 
point da systeme invariable a une vitesse nulle, la tnlesse d' an second 
point choisi arbitrairemenl sera perpendiculaire an rayon vectear rnene da 
premier point au second, et proportionnelle a, ce rayon I'ccfear. 

Demonstration- — SoientO le point unique dont la vitesse est nulle, 
et to la vitesse d’un autre point A choisi arbitraircinent. Si Ton a|)- 
plique au point 0 une force P dirigee suivant OA, son moment virtuel 
sera nul; et, comme on pourra transporter le point d’application d(' la 
force P de 0 en A, on aura encore, en vertu du tlicoreme etabli dans 
le §1, 

(i) Pwcos(P,m) = o; 

puis on en conclura, en observant que les quantitds P, to ne sont pas 
nulles, 

(7) . cos(P,w) = o, (P,w)=^. 

Done I’angle (P, co) sera droit, et la vitesse co perpendiculaire au 
rayon vecteur OA. 
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Soil niaiiitoniuil, co' la vitcssc (I’un troisieme point A'. Cette vitesse 
sera elhi-menu^ piM’jXMidieiilairc au rayon yecteur OA'. Cela pose, appli- 
(pions aux points A et 0 denx forces egales a Q, et formant un couple, 
dont la piannierr: soit dirigee suivant la ineine droite et dans le raeme 
sens (|ue la viU^ssc; co. l.a somino des moments virtuels des deux forces 
dll eonple sii reduira an moment virtucl dc la premiere et, par conse- 
(numt, an prodnit 

Qw. 

Conec^vons, mi outre, ([u’on appliejne aux points A' et 0 deux nouvelles 
form's Q' (jiii forment nn seimnd couple equivalent au premier, et qui 
soient dirigees suivant des droites perpendiculaires au rayon vecteur 
OA'. Les mommits lineaires des denx couples devant etre egaux, si Ton 
desig'iu', pour ahreger, par r, /-'les rayons vecteurs OA, OA', on aura 
nem'ssaireiiK'nt 

(S) Q'r'r^Q/-. 

D’ailleurs la soinme des moments virtuids des forces du second couple, 
s a voir 

0'f.>'(:os(Q',f.)')=± Q'w', 

devra etre, egale a la somine des moments virtuels des forces du pre- 
mim-. On aura done, anssi 

((,) 0'rii'cos(Q',f.)') — -±:Q'(i)'=Qo) 

(d, par suite, 

(lo) eos(Q', on (O', u') = o, 

(lO Q'a.'=Qco. 

Or il resulte do requation (lo) que la vitesse co' est dirigee dans le 
sens dc la force Q'. Done les vitesses co, co' sont dirigees, ainsi que les 
forces Q ct Q', do maniere a faire tourner dans le meme sens, autour 
du centre 0, les deux points A et A'; ce qu’il etait aise de prevoir. 
Quant a la formule (i i), si on la combine avec la formule (8), on en 
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tirera immediatement 
(12) 


w' (t\ 

-p ~ 


Done les vitesses des points A et A' sont, non soulomcnt pcrp(!n(licii- 
laires aux rayons vecteurs r, r, mais encore proportioniudl(*s a (a's 
rayons vecteurs. 

Dans le mouvenient que nous venous de considcrer, la vi((*ss(^ d’lin 
point place a I’unite de distance du centre 0 c^st ce (jiroii nomiiK! 
la vitesse angidaire du systeme invariable autoiir do ce inenK^ centre!. 
Si Ton designe la vitesse angulaire par a, la vites.se du |)oiiit .A, 
situe a Textremite du rayon vecteur r, sera deUirininee par la fbr- 

mule - = a, ou 
/* 

(^3) 0 )=r:/*a. 


Les theoremes I, II et III indiquent toutes les relations qeii |)euveiil 
exister entre les vitesses de points materiels lies invariablement les 
uns aux autres, et conipris dans un plan fixe dont ils ue doivent jamais 
sortir. Ces theoremes prouvent que les vitesses dont il s’agit sent ton- 
jours celles que presenterait le systeme pris dans I’etat d(! repos, ou 
tiansporte parallelement a un axe fixe, ou tournant autonr (run c(‘ntr‘(! 
fixe. Ajoutons : i” que le mouvernent de translation, parallelement a 
un axe fixe, se deduit du mouvernent de rotation autonr d’nn centrr! 
fixe, quand ce centre s’eloigne a unc distance inlinic de rorigine des 
coordonnees; 2 “ que le centre de rotation cst un point dont la position, 
determinee a chaque instant, varie en general d’un moment a I'antiv 
dans le plan que Don considere. G’est pour cette raison que nous ddsi- 

gnerons le point dont il s’agit sous le nom de centre inslanlanc! d(! 
rotation. 


Nous termmerons ce paragraphe en indiquant quelques i)ropri('!t(‘s 
reraarquables du centre instantane de rotation d’une surface plant! 
d une etendue indefinie, et dont les points, li6s invariablement les 
uns aux autres, se meuvent sans sortir d’un certain plan. Nous obser- 
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vcrons (ral)()r(l (jiu*, a la fin (I’lin temps designc par t, les differents 
points d(^ la surface m()i)il(5 occuporont dans I’espace des positions 
det(n'ininces, et ([no I’nii d’enx, lo point 0, par excmple, sera le centre 
instanlane dc. rotation. De plus, il est clair quo, a cctte epoque, on 
pourra (airc passer |)ar l(i point 0 deux courhes distinctes tracers de 
nianii're :» eoinprendia^, la premiere, tons les points de la surface mo- 
l)il(', et, la s(u-onde, tons les points de I’espace qui dcviendront plus 
tard des (-(uitres instantanes de rotation. Cela pose, soit A le point de 
la [)r('nii(‘re (uturbe (|ui deviendra centre dc rotation a la fin du temps 
('ll s’ap|di(jnant sur un point correspondant de la scconde 
(■ourlie d(''sign(i par B. Soit d’ailleurs A.v I’arc OA mesure sur la pre- 
inii'i'e courlie, ('t regardii c, online raccroissement d’un arc fini s abou- 
tissantaii point A. Si ron considero la (jiiantite Lt coinmc infiniinent 
pi'tite du iireinier ordri', I’arc AB quo le point A aura parcouru, pen- 
dant I’instant Au pour arriver ii la position B, sera (ividemment une 
([uantil(f! inlininient pi'tite d’un ordre superieur an premier. En effet, 
pour le d(''inontr('r, il suflira de faire voir que le rapport de ce dernier 
are ii A/ est une quautili'i infiniinent petite. Or cc rapport repri'.sente 
pr(H',is(''ni('nt une nioyi'iine entre les diverses valeurs quo prend la 
vitesse du point A pendant rinslant A(!; et, par consiiqucnt, il a pour 
mesure b' produit (pi’on obtient on inultipliant une valeur moyenne 
de la viti'sse angulaire [lar une valeur moyenne de la distance infmi- 
ment petite qui, ii eette (ipmpie du mouvement, separe le point A du 
centre de rotation. 1 /are AB sera done une quantite infiniment petite 
d’ua ordre supin'ieur an premier, tandis que I’arc OA ou A^ sera en 
gfiiKiral une quantiti'i iidlinment petite'du premier ordre. 11 est aise 
iren eoiielure quo les arcs OA', OB, (iomptiis a partir du point 0 sur 
les (b'lix eourbes ei-dessus montionmjcs, auront pour difference une 
quantity infiniment petite d’un ordre superieur au premier. Done ces 
deux eourbes serorit (angentes Tune a I’autre le Tome I, p. 177 
et suiv.) ('), et le rapport ^ nc variera pas sensiblement quand on y 


(I) OKiivkx de €michj\ S. II, T. VI, p. aai. 
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remplacera Fare OA ou A^par Fare OB. Done, si Foa designe par r 
limite du rapport e’est-a-dire si Fon tait 


(i4) 


ds 

" Jl' 


u exprimera tout a la fois la vitesse avee laquellc Ic centre instantane 
de rotation se deplace, en passant d’un point ii un autre, sur la surfacai 
mobile, et la vitesse avec laquelle Ic meine centre change (h; position 
dans Fespace. Ajoutons que la premiere courbe, entrainee par le inou- 
vement de la surface sur laquelle elle est tracee, parcourra une [)or- 
tion de Fespace qui aura pour enveloppe la scconde courbe; et que, si 
Finstant A^ acquiert une valeur finie, les arcs correspondants OA, OB, 
mesures sur les deux courbe's, offriront pour ditlerencc uiu! longueur 
infiniment petite, non plus du second ordre, inais du prenii(!r, <Fest- 
a-dire qu’ils seront egaux entre eux. 

Dans le cas particulier ou Fune des courhes que Fon vient de consi- 
derer se reduit a un point, on doit en dire autant de Fautre. Alors la 
quantite ci-dessus designee par o s’evanouit, et le centre instantane dci 
rotation conserve toujours la meme position non sen lenient dans Fes- 
pace, mais encore sur la surface mobile. 


§ IIL — Sur le mouvement d'un systenie de points materials j places 
arhitrairement dans VespacCj et lies in car lab lenient les uns aua^ 
a at res. 

Considerons un systeme invariable do points inateriels qui, au lieu 
d’etre renfermes dans un plan, soient distribues arhitrairement dans 
Fespace, et se meuvent d’une maniere quelconque. Alors, a la place 
des theoremes I et III du § II, on obtiendra immediatemeat les propo- 
sitions que nous allons enoncer. 

Theok^e I. — Si, a une epoque quelconque du mouvernent , Irois j)oints 
du systeme invariable, non situes sur une mtne droite, ont des vitesses 
nulles, ks vitesses de tom les autres points se rdduiront d zero. 
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Detnonslmlion. — (Ic Ihcoroinc, qui cst evident par lui-meme, quancl 
l(‘s Irois poiiils donnes ont des vitossesconstammentnulles, c’est-a-dire 
(|uaii(l ils d(nn(Mir('nt repos, pout etrc demontre dans tons les cas a 
raid(^ d(‘s consideralions suivantcs : 

Soient A', A", A'" les points non situcs en ligne droite, dont on sup- 
pose les vitesses nulles, et co la vitcsso d’un quatrieme point A choisi 
arl)itrair(Mneiit. Si Ton ap|>lique a cc dernier point vine force P dirigee 
d’niK! inanii'ni (]nel(;on(|U(!, on pourra generalement la decomposer en 
trois aulres forces P', P", P"'dirigeoa suivantles droites AA', AA", AA'". 
D’aillenrs, cos droites etant invariahles, on pourra supposer la force P' 
ap[di(|ueo an |)oint .V', la force P" an point A", la force P'" au point A'", 
(d alors la soinin(> d(is inoinents virtuels d('. ees trois forces s’evanouira. 
Done la ldre.o P, (ujuivahnite au systemo des trois autres, devra elle- 
nienu! fournir uii inonunit virtnel egal a zero. On aura done 

(l) Pf.>COS(P, w):-0, 

((uelles <[ne soient les vah'urs des quantiles P, (P,o>), ct par conse- 
([uent 

( -J! ) (t) O. 

La demonslration preeedente, ne scrait plus applicable si le point A 
(‘tail situe dans l<'. [)lan du triangle A' A" A'". Mais alors il suffirait de 
reinplaeasr la forca? P par trois forces paralltdcs P', P", P"'respectivernent 
ap|»liquees aux points A', A", A'" pour demontrer, coinme on vientde 
W. fain^, les (‘((nations (i) et (2), et Pori reconnaitrait encore par ce 
moviui quo, dans riiypothcso admisc, la vitesse du point A se reduit 
:> zasro. 

'rufiouftME 11. —■ Supposons que, a une epoqiie quelconque du moiwe- 
me/U, deiw points du systirne invunahle ctient des vitesses nulles, et que 
tons les points sitiuis hors de lu droite qui joint les deux premiers aient des 
vitesses dijfdrentes de sdro. On pourra dis lors af firmer : 1 ° que les vitesses 
des dioers points situds sur la droite dont il s agit se reduisent a sero. 
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2 ° que la vitesse d’un point choisi arhitrairement hors de la me me droit e 
est, non seulement perpendiculaire au plan qui renferme tout a la fois le 
point et la droite, et par consequent a leur plus courte distance r, mais 
encore proportionnelle a la longueur r. 

Demonstratioji. — Soient O', 0" les deux points dont on suppose l(*s 
vitesses inilles, et w la vitesse d’un troisiome point 0 choisi achitrai- 
rement sur la droite O'O". II suffira d’appliqner a ce Iroisieine point 
line force P dirigee d’une maniere quelconque, puis dc rcinplaccr la 
force P par deux forces paralleles appliquces aiix points O', 0", et 
d’avoir egard au theorenie enonce dans le § I, pour etahlir les equa- 
tions (i) et ( 2 ), dont la seconde exprinie quo la vitesse du point O so 
rMuitazero. 

Concevons a present que Ton designc par co, non plus la vitesse d’un 
point situe sur la droite O'O", mais la vitesse d’uii point A situe hors 
de cette droite. Si Ton applique a ce point une force P dont la direc- 
tion soit comprise dans le plan 0'0"A, on pourra decomposer la force 1’ 
en deux autres forces P', P"dirigecs suivant les droites AO', AO". D’ail- 
leurs, ces droites etant invariables, on pourra supposcr la force P' appli- 
quee au point O', la force P"au point 0", etalors la soinnie des moments 
virtuels de ces deux forces s’evanouira. Done la force P, equivalente au 
systeme des deux autres, devra elle-meme fournir un moment virtuel 
egal a zero, en sorte qu’on aura 

0) Pw cos(P, u) = 0 . 

Done, puisque les quantites m, P sont, par hypothiisi', differentes de 
zero, Ton aura encore 

COS(P, w)=:o OU (P,co)=~ 

Cette derniere condition devant etre remplie, quelle quo soit la droite 
comprise dans le plan AO'O" et suivant laquelle on suppose dirigee la 
foice P, on pent affirmer que la direction de la vitesse co sei‘a perpen- 
diculaire a toutes les droites renfermees dans ce plan, et par conse- 
quent au plan lui-meme. 
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Soil, niuinloniint w' hi vitesso d’un nouveau point A', situe, comme le 
point A, hors <1(^ la droite O'O". La vitesse cn' sera perpcndiculaire au 
plan A'0'0". Soi(nit d’aillcurs B, B'lcs points oil la droite O'O'^cst ren- 
e.ontree par !cs i)(n‘pondieulaires abaisseea sur elle des points A, A'; et 
desif-'nons par r, r' h's longueurs AB, A'B' qui mesurent les plus 
court('s distances d(i (ies points a la droite 00'. Enfm, appliquons aux 
(‘xtianni t(^s de la droite AH denx forces egales a Q, ct formant un couple, 
dont la |»reinier('. soil dirigee suivant la memc droite et dans le meme 
s('.ns la vitesse to; puis, aux extremites dc la droite A'B', deux 
forct'S egales a Q, et formant un autre couple, dont la premiere soit 
diriget? suivani la nieine droite quo la vitesse to'. Si les deux couples 
(levit'iHK'iit etpiivalents, lours moments lineaircs scront egaux, ainsi 
(|ue l(!s mouH'iits virtinds d(xs forces Q et Q' respectivement appliquees 
aux points A et A'. On aura done alors 

(/|) 

( 5 ) 0' m' <-o.s ( O', ± Q' 0)' = Q w ; 

e( par suitts 

cos ( O', r.)' ) 1 on ( O', (,)' ) ■— 0, 

Q'fo' Qro, 

tfl' M 

? ?' 

II resulle de re((uation ((>) quo la vitesse to' est dirigee dans le meme 
sons (|ue la forta*. Q'. Done les vitcsscs to, to' sont dirigees, ainsi que les 
forces Q (d. 0'^ inaniere ii faire tourner dans le meme sens, autour 
du (Muitre 0, les deux points A ct A'; ce qu’il etait aise de prevoir. 
Quant a la formule (B), olio exprime que les vitesses des points A, A' 
sont proportionnelles aux plus courtes distances de ces points a la 
droitti O'O". 

Dans le inouvemtmt que nous venons de consid6rer, les vitesses des 
diffenmlB points du systhme invariable ont entre elles les memes rela- 

OEuores de C . — S.n,t. VII. ^ 


(<•>) 

( 7 ) 

(«) 
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tions que si, la droite 00' etant fixe, le systenic tournait autoui- iU'. cetlc 
droite. On designe pour cette raison la droite 00' sous le noiu dVrar 
instantane de rotation, et Ton noinme vitcsse angalaire du systenic la 
Vitesse d’un point place a I’unite de distance do cot axe. Si Ton repre- 
sente par e cette vitesse angulairc, la vitesse d’un autre point A, situc 
a la distance rde I’axe 00', sera determinee par la forniule 

(9) o) = /-a. 

Si nous n’avons pas examine dans ce paragraplie le cas oii un soul 
point du systeme invariable aurait une vitesse nulle, e’est que cc cas 
ne peut jamais se presenter quand le systeme invariable a plus do deux 
dimensions. Supposons, en effet, que le point 0 ait une vitesse nulle; 
soit CO la vitesse d’un autre point Achoisi arbitrairenient, et appliquons 
a ce dernier point une force P dirigee suivant la droite AO. Le moment 
virtuel de cette force devra conservcr la memo valeur quand on trans- 
portera le point d’application de A cn 0. On aura, en conseiiuence, 

(1) Poo COS(P, «) =r. 0, 

et Ton en conclura 

(2) 00 = 0, 

ou 

(3) cos(P, cd) = o, (P, o,))=z^. 

Done la vitesse du point A sera nulle ou perpendiculaire au rayon vee- 
teur OA. Cela pose, soient A', A" deux nouveaux points du systimie 
invariable tellement choisis que le plan AA'A" nc renferme pas le 
point 0; et designons par w', co" les vitesscs dcs points A', A". Si les 
trois vitesses co, co', co" different de zero, elles seront rospectivement 
perpendiculairesaux trois rayons vecteurs OA, OA', OA"; et la vitesse co 
ne pourra Mre parallele aux deux autres, puisque les trois rayons vec- 
teurs ne sont pas compris dans un meme plan. Admettons, pour fixer 
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IdS idoos, quo, dcs deux vitcsscs to', to", la premiere to'ne soil pas paral- 
Iel(5 a CO. Les plans mcnos par les points A, A' perpendiculairement aux 
directions d(! cos vitesscs se couperont suivant un axe qui passera par 
le point 0; et, si I’on aoniine C un second point de cet axe, une force R 
appliqiu'u! an point C pourra etre dccomposee en trois autres forces Q, 
Q', Q" r<'sp(‘cliv<oiieiit dirigccs suivant les droites CA, CA', CO. D’ail- 
lenrs, c.(‘s droites etant invariables, on pourra supposer la force Q 
appliquee an point A, la force Q' au point A', la force Q" au point 0 
(lent la vitesse est nnllc, et alors la somine des moments virtuels de 
(‘.(IS trois (b'rniiires forces se trouvera reduitc au binomc 

Qf.) (•.os(Q, f,)) -h Q'm' cos(Q', w'). 


(‘,’<(sl-a-dire a z(‘ro, puisque (Q, (o), (O', to') seront evidemment deux 
angbis droits. Done la forc(‘. R, ('iquivalente au systeiue des trois autres, 
(levra (‘ll(i-m(un<i fournir un moment virtuel mil; et, comme cette force 
(ist arbitraire. im grandeur ainsi (ju’eii direction, il faudra necessai- 
rement (pie la vitesse dii point C au(|ucl on la suppose appliquee se 
n'uluise a ziiro. 

On [H‘iil (lone aflirmer (jue, dans le mouvement d’un systeme inva- 
riable, (luand la vitesse. (run point se n'iduit a zero, d’autres points ont 
(landllennmt des vitess((s nulles. Dans ee cas, les relations qui existent 
(‘ntr('. les dilbu’entes vi((‘ss(!s sont cellos (ju’inditjue le tbeoremell. Alois 
aussi la vitesst! (run point pourra (Rre coinpletement determinee, non 
seulement (ui grand(‘ur, inais encore en direction, si I’on connait les 
coordoniH-es d(( e(( point, la direction de I’axc instantane de rotation, 
et le sens dans lequtd le corps tourne autour do cet axe, avec la vitesse 
angulairi*. Kn ellet, soient, pour un instant donne, a cette dernieie 
vitLse, V], 'C los coordonnees d'un point 0 situe sur I’axc instantane 
de rolulion, ’V,y, s les coordonnees d’un point A place a la distance r 
(In miiine axe, o> la vitesse du point A, enfin «, p, T et 1, p, v les angles 
quo ferment avec les demi-axes des coordonndes positives : i° la direc- 
tion do la vitesse co; a" I’axe instantami de rotation prolonge, a partir 
du point 0, dans une direction 00' telle que la vitesse co produise 
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autour de 00' un mouvement de rotation do droite a gaiiclic. Conoc^- 
Yons d’ailleurs que la vitesse co soit rcprescntoo par luio longuour AB 
portee sur sa direction a partir du point A, et la vitesse angulaiia^ « |)ar 
une autre longueur OC comptec a partir du point 0 dans la dire(v 
tion 00'. On pourra, en prenant un point quelconquc de I’espace pour 
centre des moments, construirc ce que nous nomnierons les ntontenis 
lineaires des vitesses co el «, c’est-a-dirc les momiuits lineaircs de dciux 
forces AB, OC qui seraient representees par les menies droit(‘s ([iie ces 
vitesses. Cela pose, il est clair que, si Ton place Ic centre des moments 
au point A, la vitesse co, mesuree par le produit ra, et dirigfu^ suivant 
un demi-axe perpendiculaire au plan AOO', coincidera (ui grandeur (it 
en direction avec le moment lineairc de la vitesse angulaire a. Done les 
projections algebriques de la vitesse a sur les axes coordonnes s(!ront 
equivalentes aux projections algebriques du moment lineairo de la 
vitesse a, e’est-a-dire aux trois produits 

‘*[(■'5 — y) COSV — — 5 ) cosp], 

— •=> ) cos> — ~-x) cosv ], 

**[(? — cosfx — (rt—f) cos^ J, 

de sorte qu’on aura 

[ MCOSa = B[(Yl— /)C0SV - (? — 5)C0Sp], 

a)C0S[3 = 8[(?_5)C0SX-($ _^)cosv], 

( ticosy =a[(| —X)C0S[JL— (-o — y)cosX]. 

Si le point 0 etait Torigine memo des coordonnecs, les formules ( ro) 
se reduiraient aux suivantes : 

U COSa=:: — 8(JC0SV —3 COSfJl), 
wcos(5 = — 8(3cosX — a; cosv), 
to cosy = — 8(a;coSjJt— y cosX). 

Lorsqu’un corps solide, retenu par un point fixe 0, vient a se mou- 
voir, la vitesse de ce point 6tant toujours nulle, le corps, en vertu de 
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(jui lie pout ([lie tourner a cliaque instant autour d’un cer- 

tain axe passant par ie point dont il s’agit. Mais la position de cet axe 
varie eii gaiiieral, (run instant a I’autre, dans le corps et dans I’e'space. 
Cola posts coneevoiis qnc, an bout du temps t, I’axe instantane de 
rotation rencontre, aiix points G ct D, la surface decrite du point 0 
eomuK^ centre av(!C un rayon cip dvr. lent a runit(3. A cettc epoque, les 
points G, 1), sitiu'is aux deux cxtriimitiis d’un meme diametre, seront 
les ccnlirs i/is/tinUffies de rotalion de la surface splnirique; et il est clair 
([IKS |)ar eliaenn de cos points, on pourra faire passer deux conrbes 
traetics siir la surface spluirique, do maniere a comprendre, la pre- 
mii're, tons les [loiiits du corps, et, la secondc, tous les points de I’es- 
jiace, (jui devieiulront [tins tard, a la place du point C ou D, des centres 
instantaiuts d(‘ rotation de la nieine surface. Or, designons par A le 
point du corps (jui, an bout du temps t -t- Az, deviendra centre de rota- 
tion de la surface s|di('!ri(|ue a la place du point C; et nommons B le 
point de I’espac.e snr bMpiel, a cettc epoque, le point A viendra s’appli- 
([inn-. Si Ton c.onsid('r(‘ A/ comme un intiniment petit du premier ordre, 
les arcs GA, GB, niesniais li partir dii point G sur les deux courbes qui 
passent par ce [loint, seront, en general, des infmiment petits du 
nnniu^ ordre; inais I’arc. AB, ([ue le point A sera oblige de parcourir 
avant de s’ap[di(|uer sur le point B, sera une quantile infmiment petite 
d’un ordre plus (d((V(i; ear le rapport de ce dernier arc a I’instant A/:, 
ou la vitesse moyenne du point A pendant cet instant, sera une quantile 
Iriis pelit(', attendu ([ue le point A reslcra tres voisin du centre instan- 
tami de rotation depuis la tin du temps c jusqu’a la fin du temps i-f-Au 
Done., a plus forte raison, la distance AB, comprise entre les extre- 
mitiis des arcs GA, GB, sera une quantile infmiment petite d’un ordre 
suptn'ieur au premier. Il en resulte immddiatement : 1 ° que les deux 
courbes mendes {)ar le point G seront tangentes Tune a I’autre; 2 ° que 
d(!s arcs correspondants, mesures sur ces, deux courbes a partir du 
point G, donneront pour ilillercnce, s’ils sont infmiment petits du pre- 
mier ordre, une quantitts infmiment petite d’un ordre plus eleve; et, 
s’ils sont finis, une quantity infmiment petite, e’est-a-dire nulle. Soil 



110 SUR LES MOUVEMENTS QUE PETIT PRENDRE 

Ay Tun de ces memes arcs, considere coinme accroissemcnt d’un arc 

fini s aboutissant au point C. Si I’on designe par u la limite da rapport 
A, ? ' 

^ ) c’est-a-dire, si Ton fait 


(12) 



uexprimera tout a la fois la vitesse avec laquelle chacun dcs centres 
instantanes de rotation se deplace sur la surface spherique, et la vi- 
tesse avec laquelle il se deplace dans I’espace. Ajoutons que la courlu^ 
CA, entrainee par le mouvement de lasurfoce spherique sur laquelle 
elle est tracee, prendra successivenient diverscs positions, dans hjs- 
quelles elle se trouvera enveloppee par la courbe CB. 

On serait encore parvenu a des resultats du memo genre, si la sur- 
face spherique, au lieu d’avoir pour rayon runite de longueur, avail 
ete decrite, du point 0 comme centre, avec un rayon quelcoiKjue. Oela 

pose, on deduira sans peine des principes ci-dessus etablis la proposi- 
tion suivante : 

XHEORfeME III. — Concemns qu un corps soUde, retenu par un point, fin-e, 
se mewe d’line maniire quelconque aulour de ce point. Supposons d’ail- 
leurs qu a un instant donne on trace : dans le corps, 2 " dans I’espaee, 
les differentes droites avec lesquelles coincidera successivement L'axv in- 
stantane de rotation. Tandis que la surface conique, qui aura pour pene- 
ratnees les droites tracees dans le corps solide, sera entrainee par le mou- 
vement du corps, elle touchera constamment la surface conique qui aura 
pour generatrices les droites tracees dans I’espace, et, par considjuent, la 
seconde surface ne sera autre chose que I’enveloppe de la portion de I’es- 
pdce parcourue par la pretniere,* 

Admettoos maintenanl qu’une droile laohilo, assujellie a passcir par 
le pomt 0, saire Pa« iastantane de rotatioa dans ses positions sneces- 
sives. La qnantite o, determinee par la formule (,a) .reprtsentcra evi- 
demment lawesse angnlaire avec laquelle cetto droite tournera autour 

du pomt 0 en ehangeant de position, suit dans le corps, soil dans I’es- 

pace. 
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Lors(nrinic des surfaces (^uiiqucs mentionnees dans le theoreme III 
S(i reduil, a une droile, on doit on dire autant de I’autre surface. Alors 
la (|uau(i(e u s’evanouit, et I’axe instantanc de rotation conserve tou- 
joiirs la nieuK! posilion, non sculomont dans I’espace, mais encore 
dans l<i corps .solid(^ On pent done enoncer le theoreme suivant : 

'I'liKoufain I Y. --- Lr.v mcm.es chases elant posees que dans le theoi’dme HI, 
SI I (i.vc mslantanc dc rotalton dcvicnl fixe de position dans le corps 
salid(\ il sera fixe dans I'cspacc, ct reciproquemenl. 

On |)(uit r(u>iar((uer ({ue la premiisro partie du theoreme IV est evi- 
denUi par (die-meme; car, lorscjue les momes points du corps se trou- 
veut couslaiurueat siir I’axc de rotation, chacun de ces points a con- 
stamiuenl uiu^ vit<’.ss(‘. nulle ot demeure on conse(|uence immobile dans 
I’espacc^. 

II r('st(i mainUuiant a fairo connaitre les relations qui peuvent exister 
(Ultra les vitessi's des dinerents points d’uu systeme invariable ou d’un 
coiqis solide, <(uand toutes ces vitesses diHerent dc zero. Pour y par- 
venir, nous comiueuc.erons par litablir une proposition auxiliaire dont 
voiei riuioiKUj : 

Tui;oiiibin V. — Sapposans que deux points materiels A, A' se ineiwent 
dans I'csfiacc d'linc manicrc quelcanquc, ct qu'un ohsercateur, placd sur le 
point A', determine, pour an instant donne, la vitesse apparente da 
point A. La r if esse aUsolae de. eelui-ci sera representee, non seukment en 
ffrandear, mais encore en direction, par la diagonale du parallelo gramme 
eonstriiit sur la ritesse apparente, cl sur une longueur dgale et parallile a 
la vitesse ahsolae du point A'. 

Demonstration. — Rap|)ort()ns les positions de tous les points de I’es- 
jiace il trois axes lixes qui so c.oupe.iit ii angles droits; et dcsignons, 
au bout du temps l, par x, y, s les coordonnees du point A, par x', 
y, s' cellcs du point A'. Soient, h. la m6mc epoquo, 

(t3) r—\/{x~-x'px {y —.y 

la distance des points A, A'; co, w' leurs vitesses absolues, represen- 
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tees par des longueurs AB, A'B'portees sur les directions dc cos vi- 
tesses; et a, y; a', j 3 ', y' les angles que forment ccs directions avoc 
les demi-axes des coorclonnees positives. Les projections !dgel)i‘i(jiics 
des vitesses absolues co, w' seront 


(i4) 


et 

(i5) 


63 COS a — 



03 COS|3 zz: 



0) cosy rrz 


dz 

(ft 


03^COSa'=z: 


dt ’ 


o)'cos|3^~ 


dt ’ 


0 )'cC)Sy':rz 


dz’ 
dt ' 


Concevons d’ailleurs qu’un observateur, place sur Ic point A', mesure 
a chaque instant le rayon vecteur r mcne du point A' an point A, ('t 
les angles formes par co rayon vecteur avec Ics demi-axes des coordon- 
nees positives, ou plutot avec trois demi-axes parallcles immes par bi 
point A . Les angles dont il s agit seront ceux dont les cosinus sont 
equivalents aux trois fractions 


('6) y-f 

r r ’ r ’ 

et I’observateur aura tous les elements necessaires pour determiiKU*, 
non pas le mouvement absolu du point A dans I’espace, inais le moii- 
vement relatif ou apparent dc ce point autour du point A' considere 
comme immobile, e’est-a-dire : lo la courbe quo le point A, vu du 
point A', semblera decrire; 2“ rintensito et la direction de la vitessc 

apparente du point A, ou, ce qui revient au memo, les trois quan- 
tites 

(17) d(x-a;') d(y-y') 

dt dt ' dt ’ 

qui representeront les projections alg^briqucs de la vitessc apparente. 
Cela pose, admettons que I’on porte, k partir du point A et sur la direc- 
tion de sa Vitesse apparente, une longueur AE propre a represonter 
cette meme vitesse? puis, sur un demi-axe parallble k A'B', une lon- 
gueur AF = A'B'. Les trois longueurs AB, AE, AF, etant projetees sur 
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Itis axes (los X, y et donneront pour projections algebriques les quan- 
tiles (r/i), (i 5 ), (17); ct, comme Ics equations 

dx dx’ ^ d{X’—x') 

dt dt ^ 

dt dt dt ’ 

^ dz' ^ d{z ~ z^) 

dt ~^ldt Tt ’ 

qui subsistent (ivideiument entre ces quantiles, sont entierement sem- 
hlahles aux equations qui ont lieu entre les projections algebriques de 
deux Corel's appliquees a un point unique et de leur resultante, on 
pent aCtiriniu' que la preuiii're longueur sera la diagonale du parallelo- 
gramine e.onstruit sur liisdeux autres. 

ties principes etanl elablis, considcrons un systeme invariable 011 un 
corps solide. ([ui se meuve d’une raaniere quelconque dans I’espace. 
Soient, an Ixnitdu (enips /, Q la vitesse du point 0 choisi arbitraire- 
nient dans le corps solide, ct a, h, c les angles formes par la direction 
(!(' la vitesse 0 avee les deini-axcs des coordonnees positives. Conce- 
vons, de [)Ius, qu’un ohservateur, place au point 0, determine le mou- 
veiuent apparent du corps autour de ce point regarde comme immobile. 
Ce mouvement apparent ni! pourra ctro, en vertu de ce qui a ete dit 
ci-di'ssus, qu’un mouvement do rotation autour d’un axe instantane 
passant |)ar le |»oint 0 . Soient A, p:, v les angles que forme cet axe, 
prolouge a partir du point 0 dans unc direction telle que le corps 
tourne autour de lui de droite a gauche, avec les demi-axes des coor- 
donnees positives; et designons par a la vitesse angulaire du corps 
solid!', dans le mouvement de rotation apparent. Enfm, representons 
toujours par .r, y, s les coordonnees d’un point quelconque A de ce 
mdme corps. Pour I’obscrvateur place au point 0 , les projections alge- 
liriques de la vitesse ap[)aren(c du point A seront respectivement 

/ a|;(Y!~/)cosv — (? — j)cosfi], 

(uj) h[(C — s)cosA — (? — j?)cosv], 

( **[(? ” ‘^) — (y) — y) cos A]. 

(mores de C. - S. U, t. VIl. 
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Done, en vertu du theoreine V, In vitesse absoluc o) du point A et los 
angles a, [E, y, que formera la direction de cette vitesse avec les dcnii- 
axes des coordonnees positives, seront determines par les equations 

/ MCOsa=-S2cosa+ 8(if)COSv — ? cosf^) ■— «(/cosv -i- cosfx), 

( 20 ) z OJ COS|3 = COS6 -!- 8(C COsX — ^ COSV ) — a(3 COsA -I- .C COBV), 

I wcosy = fleose H- 8(^ cosfx — ncosX) — ^(.vcosp. -i-y cosX)- 

Les valeurs precedentes de cocosa, cocos^, to cosy, c’est-ii-dire les 
projections algebriques de la vitesse absoluc du point A, sent nectis- 
sairement independantes de la position du point 0. Elios devront done 
rester invariables, tandis qu’on fera varier le point 0, quidlcs (fue 
soient d’ailleurs les valeurs attribuees aux coordonnees .r, y, II on 
resulte que les coefficients de a;, y, :: dans les seconds membres des 
equations (20), et, par consequent, les trois produits 

(21) HCOsX, BCOSpt, 8C0SV, 

ne changeront pas de valeur, si Ton remplace le point 0 par un autre. 
Done, an bout d’un temps quelconque /, la vitesse angidaire a el. les 
angles p., v, qui dAterminent la direction de I’ axe insta/Uane dans le 
mowement de rotation apparent, sont des quantiles independantes de la 
position de 1 ’ observateur. La premiere de ces quantites est ce que nous 
nommerons la vitesse instantanee de rotation du corps solide. 

Supposons a present que le point 0 coincide, au bout du temps /, 
avec Torigine meme des coordonnees.. On aura, dans ce cas, ^ = 0, 

V] = 0, 'Q — o, et les formules (20) se reduiront a 

j MCOSa = i2cosa — 8(jcosv — 5 cosfi), 

(22) ( CO cos^ = £2 cosZi — 8(3 cosX — ajcosv), 

( CO cosy = cose — 8(a;cosp. — ycosX). 

Soient d’ailleurs 0 , A les angles que forment les directions des 
vitesses to, Q avec la direction de I’axe instantand de rotation. On aura 
evidemment 


(23) 

( 24 ) 


cos3 — cosoc cosX + cos (3 cos p 4- cosy cosv, 
cosA = cosacosX + cosfecosp 4- cose cosv, 
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<i(; Foil lirei'ii dos formulos (22), respectivement multipFiees par cosA, 
cosp., cosv, 

( '•>■."> ) M cos (5 = £2 cos A. 

(.'(slti' (l(irni(^re ('ujuatioii prouve que la vitessc ahsolue d’un point qiiel- 
conqiic A (In corps solulc, etant projelee sar la direction d’un axe instan- 
t anc (Ic rotation, f itirnit ime projection constanle, c est-a-dire independante 
dc la position da point A. Ou cn conclut que la vitesse co obtiendra la 
plus petite valeur possible, lorsquc sa direction sera parallele a celle 
(b^s axes de rotation. Or, cette condition sera remplic, quand les coor- 
donnees .!•, _r, z verifieront la formule 

12cOS«- w{/COSV — S COSfi.) 

cosX 

ii cos /> • - » (x: cos^ — X cosy) 

COSfX 

LI C-OSC — H(.r COS|X cos^) 
cosv ’ 

<|uc Ton pout rcinplacer par les equations 

/ 12cosa • -h(/cosv — s cosp.) — £2 cos A cos)., 

( 27 ) ' f £ 2 c()s/; — «(i cosX — .rcosv ) = £ 2 cosA cosp, 

( £ 2 cose — a(,»cosp — jeos^ ) = £ 2 cosA cosv, 

et qui representc! unc droite dont chaque point est anime d’une vitesse 
dirif^ee suivant Faxe instantane de rotation quo fournirait le niouve- 
ment apparent autour dc ce point. La droite dont il s’agit ici est ce que 
nous appellcrons Vaxe instantane de rotation da corps solide, et la 
vit(^sse de chacun des points situes sur cet axe sera la vitesse instan- 
lande de translation da mime corps. Dor^navant nous designerons par 0 
cette dernierc vitesse. Si Faxe instantane de rotation du corps solide 
passait, non par Ic point {x, y, z), mais par le point v], £^), on 
aurait necessairement, dans la formule (aS), 
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et la Vitesse co d’un point (cc, y, s), situe hors cle I’axc instantaiie, veri- 

fierait I’equation 

(29) UC0S6=:±'J^ 

le double signe ± devant etre reduit tantot au signe tantdt an 
signe — , selon que le mouvement de rotation s’executcrait de droite 
a gauche, ou de gauche a droite, autour de I’axc instantane prolonge 
dans le sens de la vitesse u. 

On pourrait au reste etablir, sans calcul, la plupart dos rdsultats 
que nous venons d’enoncer, a I’aide des considerations suivantcs : 

Soit 00' I’axe instantane de rotation quo. fournit, au bout du temps /, 
le mouvement apparent du corps autour d’un point donne 0. Pour 
determiner en grandeur et en direction la vitesse absoluc d’un point A 
situe hors de cet axe, il suffira (voir le theoreme V) de clierclier la 
diagonals du parallelogramme construit sur la vitesse apparento du 
point A, et sur une droite egale et parallels a la vitesse du point 0. 11 
en results : 1 ° que tous les points situes sur une droite parallidc a 
I’axe 00' seront animes de la memo vitesse absolue; 2 “ quo la direc- 
tion de cette vitesse absolue sera parallfele a I’axe 00', et dirigee sui- 
vant la droite elle-meme, si cette droite a ete cboisie de maniere que la 
vitesse apparente de chacun de ses points soit egale et parallele a la 
projection dela vitesse absolue du point 0 sur un plan perpendiculaire 
a 1 axe 00', mais dirigee en sens inverse. 

II suit encore de ces considerations que les vitesses absolucs do tous 
les points du corps solide, au bout du temps i, seront completemcnt 
d^erminees, quand on connaitra la position de I’axe instantane d(^ 
rotation de ce meme corps, ainsi que les deux vitesses instantanecs de 
rotation et de translation. Cette reniarque entraine evidemment la pro- 
position suivante : 

XHEORtaiE VI. — QueUe que soit la nature du mowement d'un corps 
sohde, les relations existantes entre les differents points seront toujours 
cedes qui auraient Ueu, si le corps dtedt retenu de maniire a poiwoir seu- 
lement tourner autour d’un axe fixe et glisser le long de cet axe. 
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Si, poviv lixcr les idees, on suppose que I’axe instantane de rotation 
passe, au bout du temps t, par le point dont les coordonnees sent 
y], ‘Q, on deduira lacilemcnt dcs equations ( 20 ) la grandeur et la direc- 
tion (Ic la Vitesse co d’un autre point cboisi arbitrairement dans le 
corps solidc, et corrcspondant aux coordonnees x, y, z. En elfet, pour 
y parvcnir, il sulfira de poser, dans les formules ( 20 ), Q = u, et, do 
plus, 

(30) COS«=COsX, cos =; cos fi, COSC = COSV, 
oil bi('n 

(31) COS«r.= — cosA, cos/;= — COS/a., COSC = — COSV, 

suivant que le niouvcment de rotation du corps solide s’effectuera de 
droitc a gauche, ou de gaucbe a droite, autour de I’axe instantane de 
rotation jirolongc dans la direction de la vitesse u. Par consequent, on 
trouvera, dans la prcmiisrc supposition, 

/ M cos« — u cos>i H- a[(n — j) cosv — (? — s) cosfx], 

(3a) I M cosp =■: u cosja. -{- «[(C — 5 ) cosA — (? — a;) cosv], 

( w cosy 'J cosv -I- b[(^ — x) cosja. — (•/) —y) cosA], 

et, dans la scconde, 

/ w cosot=: — 0 cosXh- a[(vi — 7 ) cosv — (C — s)cosfx], 

(33) I mcos( 3“; — ucos/a. -+-«[(? —s)cos>i —(? —a?) cosv], 

( f.) cosy “:~-u cosv H- «[(| ■— a;) cos/x— (?) — 7 ) cosA]. 

Lorsquo I’axc instantane do rotation du corps solide passe par I’origine 
inemc des coordonnees, on pent rcinplacer par zero chacune des trois 
quantites I, y], C clans les formules (32) ou (33), dont les trois pre- 
mieres so reduisent a 

I wcosa = u cos A — B/cosv ~h cosft, 
wcos|3 = i>cos]Jt — cosA 4 - cosv, 
w cosy = u cosv — ^cc cosp.-4- a/ cos)); 
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la surface reglee, qui aura pour gineralrices ks droiles frneees dans Ic 
corps, sera entrainee par le mouvement de celai-cr, elle loiwhera rons/am- 
ment la surface reglee qui aura pour generatrices les droit es tracees dans 
I’espace, et, par consequent, la seconde surface, ne sera autre chose que 
I’emeloppe de la portion de V espace parcourue par la premiere. 

Lorsqu’une des surfaces reglees se reduit a uno droit(', on doit eii 
direautant de I’autre surface. Alors I’axe instantane conserve (oujours 
le meme position, non seiilement dans I’espacc, niais aussi dans le 
corps solide. On peut done enoncer encore le thoorenie suivant : 

Theor6me VIII. — Les monies choses etant posters qia‘ dans le theo- 
rime VII, si I’axe instantane de rotation du corps solide devient fixe de 
position dans le corps, il sera fixe dans I’espace; et reeipnxjuemenl. 

II iinporte d’observer que la premiere partie da tlieoriune VUI (^st 
evidente; car, si I’axe instantane de rotation coincide, p(mdanL touU^ 
la duree du mouvement, avec une seule des droites (pie I’oii pent Iracuu- 
dans le corps, cette droite, etant constamment animiic en ses (liv(>rs 
points de vitesses dirigees suivant elle-meme, occupera loiijonrs dans 
I’espace la meme place. 



SlIK LKS 


niVEItSES EliOlMUETES l)E LA EONCTION 

r(,r) I 




I -dz; 


(|Uf iAl. LfiA't'ndn- u (h'sij^iK'c i)ar la aotalion r(.a-), et qu’il a nomnieo 
cttlvriviuK' i/c sccondr <'sp<'<'(\ joiiil, coiuiuc 1 on salt, do plu 
siiMU’s propficlds r(’niar(|iial)l(‘s. Ainsi, par oxcniiplcs (sn (hisignant pai 
a un noinhri' (■iilior <‘1 |)ai’ ,v nin^ (juanliU' positivo, on a gtntjalo 


IllClll 


l'(/, ) I. . .[/I - 1), 

r(.r -A- II ) 1- I ). . ■('J'' i- X — 0 ''(■•'O. 


ol, en siipposanl .r i , 


n-o)r(' ■'■)-sin7r.' 


A (U'K (brimilos, (pin j’ai rappcdees dans le resume des Legons donnet. 
a rKe.ole Uoyale Polylfudinique, ot dont Ics deux dernieres entraint n 

l('s (Mjuatioiis 

/5v r(.r + .).“.*r(.r), 


r rtH- 


I 3 5 an — I 


Ol'Iwp/'w* flit 0, S. U, t* VU» 
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et les trois dernieres a 

[ w cosa — — u cosX - - «/ cosy -i- h ; cosf/., 

(35) ’ wcos(3=; — ucosfi — a- cosX I- H.r cosy, 

I wcosy = — ucosy ■- adjcos/j. i k/cosX. 

Dans les equations ( 34 ) et ( 35 ), ainsi quo dans los Ibrmules (29), 
(32) et( 33 ), u designe la vitesse instantanec do translation <lii (‘or|)s 
solide. 

Lorsque la quantite a, c’est-a-dire la vitesse instantanec d(( rotation 
du corps solide se reduit a zero, on tiro des formules ( 32 ) on (. 3 . 3 ) 

(36) M — 'j, 

,0 ^ cosa cos 6 cosy 

( 07) ^ 1 , 

cos A cos/ii cosy 

Done alors tous les points du corps solide ont des vitesses cgales et 
parallMes, comme si le corps etait assujetti de inaniin-e a poiivoir s(ui- 
lement glisser le long d’un axe fixe, sans tourner autonr de cet axe. 

Nous terminerons cet article en indiquant quelques proprietes 
remarquables de I’axe instantane de rotation d’un corps solide. Soil 
00' la direction de cet axe au bout du temps t. 11 est clair qu’a eette 
epoque on pourra faire passer par I’axe 00' deux surfaces reglees, con- 
struites de maniere a comprendre toutes les droites, iracees dans le 
corps ou dans I’espace, qui deviendront plus tard des axes instantanes 
de rotation. Cela pose, soient AA', BB' deux droites eorirspoinlauD's, 
comprises dans les deux surfaces, en sorteque la droite AA'doive s’appli- 
quer sur la droite BB', en devenant un axe de rotation du corps solide, 
a la fin du temps ?4-Az. Admettons d’ailleurs : qu’un plan rnene 
par le point 0 perpendiculairement k I’axe 00 ' rencontre la droite AA' 
an point A, et la droite BB' au point B'; 2« que B soit le point de la 
seconde droite avec lequel le point A coincidera, quand la premieri^ 
droite s’appliquera sur la seconde. Enfin, soit D la projection du point 
B sur le plan OAB'. Si Ton considers M comme un infiniment petit du 
premier ordre, la distance BB' et les arcs OA, OB', mesures a partir du 
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point 0 siu' les deux courhos d’intorscclion du plan OAB'avec les deux 
surfaces reglees, se.ront, en general, dcs infmiment petits du nieme 
ordri'. I\lais la dislanee 1)B' el Fare AD, que la projection du point A 
sur l(i plan OAIF sera obligee do parcourir avant de s’appliquer sur le 
[)()int 1), seroiit d(‘s (juantites intiniinent petites d’un ordre plus elevA 
En (diet, e.ouune la louginuir RIF sera mesuree sur une droite sensible- 
Tinuit p('.r|)eudieulaire au plan dont il s’agit, Ic rapport de la projection 
DIF a RIF s(U‘a triis petit; (vt Fon pourra en dire autant du rapport entre 
Fare. AD et Finstant If, attendu quo e.e dernier rapport represente une 
nioyennei (uitre h's diverses valours que re<;.oit la projection de la 
vitesse du |)oint A sur le plan OAR', depuis la fin du temps l jusqu’a 
la tin du ((unps / -j A/, el que cette projection reste evidemment tres 
pelite p('udant Finslant A/. Si Fon conservait quelques doutes a cet 
("sgard, il sulTirait d’observer que la projection do la vitesse du point A 
est la diagonale d’un paralb'dograinine construit sur deux cotes, qui 
restent ti'i's petits Fun el Fautre pendant Finstant At, etqui represen- 
lent : i" la projection de la vitesse de translation du corps solide sur le 
plan OAIF, seusiblement perpendiculairc a la direction de cette vi- 
tesse; 2 ” la |»rojectiou sur le memo plan do la vitesse apparente qu’at- 
Iribuerait au point A tin observatour place on iin point de Faxe in- 
stantaiu'i de relation. Done Fare AD, la distance DR', la somme des 
longiHMirs AD, DIF et, a plus forte raison, la distance AR' scront des 
quantiti'is infaurnent petites (Fun ordre superieur au premier. Il est 
aisd (Fen eonclure : i" quo les deux arcs de courbes OA, OB' seront 
langanils Fun a Fautre; 2 “ que les deux surfaces regli^es se toucheront 
suivant la droite DO', et que la premiere surface, entrainee par le mou- 
vement du corps, prendra succcssivcmcnt diverses positions dans les- 
quelles elle se trouvera enveloppee par la scconde. On peut done 
(uionccr la proposition suivante : 

TuEOHfcME YIL — Concei’ons quun corps solide se meuve d’une maniere 
queUionqm dans I'espace, et qua un instant donnd on trace ; dans le 
corj)s; 2 ° dans I’espace, les differentes droites avec lesquelles coincideta 
successivernent Vaxe insiantand de rotation de ce corps solide. Tandis que 
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la surface reglee, qui aura pour generatrices les droiles tracees dans le 
corps, sera enirainee par le mouvement de celui-ci, elle touchera eonstarn- 
ment la surface reglee qui aura pour generatrices les droiles tracees dans 
I’espace, et, par consequent, la seconde surface ne sera autre chose que 
I’enveloppe de la portion de V espace parcourue. par la premiere. 

Lorsqu’une des surfaces reglees se reduit a ime droite, on doit (mi 
dire autant de I’autre surface. Alors I’axe instantane conserve toujours 
le meme position, non seulement dans I’espace, rnais aussi dans Ic 
corps solide. On pent done enoncer encore le theoromo suivant : 

TheorMe VIII. — Les mimes choses itant posies que dans le iheo- 
reme VII, si I’axe instantani de rotation du corps solide devient fixe de 
position dansle corps, il sera fixe dans f espace; et redproqueme nt . 

II importe d’oLserver que la premiere partic du theorenie VIII (^st 
evidente; car, si I’axe instantane de rotation coincide, pendant toute 
la duree du mouvement, avec une seule des droites ({ue Ton pent tracer 
dans le corps, cette droite, etant constamment animec en ses divers 
points de vitesses dirigees suivant elle-meme, occupera loujoui's dans 
I’espace la meme place. 
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DlVIiUSES I'UOPIIIETES DE LA FONCTION 


i'(aO 


'e---dz.. 


(i) / 

([lie IVI. a (lcsij>nc(! |»av la notalion r(.'r), et qu’il a uoirimee 

i/ilc^nilr citlrricNfic <!(> seco/Kle cspccc, jouil, coiiime Ton sait, de plii- 
si(MU“s propridlds i'('inar(jnal)los. Aiusi, par cxeniple, cn designant par 
// 1111 iHiiiiliri' rnlirr rl. par .r iinr (juantile positive, on a generalo- 

IlHMll 

(., ) !'(//); 0. 

{•A) r(,i.’ -I- /i) I- I).. " — i) r(a'), 


el, eu sii|t[)osaiil .»■ -< i , 


(i) 


r(,e)r(r--.r) 


TT 

shlTT.r 


A (u>s (driniiles, iiue j’ai rappelecs dans le resume des Lemons donnees 
a TKcole Iloyalc I’olylechniquc, et dont les deux deriiieres entrainent 
les equations 

(5) r(,:r-hO'=-.^.-r(.r), 


((>) 



( 7 ) 


F ( H ““h 


T 3 5 

% 2 9. 


2/i — r 
2 


1 



r6 


OMupres dc C, S. U, t. VII, 
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on doit joindre encore les suivantes : 


( 8 ) 


r(x) = {^T^yos 


se-^(i + £) 


et 

(9) 





/I I 1 

r:z.{9.n) n^. 


Dans I’equation ( 8 ), qui a ete donnee par M. Laplace, et, qui coincide, 
pour des valeurs entieres de x, avec la formule (i,52) du Mcmoire Sur 
les integrales definies prises entre des limites imaginaires, t desigiie iin 
nombre d’autant plus petit que la valeur de x cst plus considerable. 
Quant a la formule ( 9 ), M. Legendre I’a etablie, dans ses Exerdccs de 
Calcul integral, a I’aide d’une integration double et en s’appuyant sur 
les proprietes de la fonction 

c/M r(i 4- x) 


J’observerai ici que la meme formule pourrait etre deduite tb^s equa- 
tions (5) et ( 8 ). En effet, il resulte evidemment de I’equation (5) que 
le premier membre de la formule ( 9 ) ne varie pas quand on fait 
croitre la valeur de x de I’unite. Done ce premier inembia; ne variesra 
pas non plus, si Ton ajoute a la valeur de x autant d’unites qiui Ton 
voudra, et si Ton fait croitre x par co moyen au dela de touto liniite. 
Or, quand la variable x devient infinie, i s’evanouit dans I’lnjua- 
tion ( 8 ), en vertu de laquelle le premier membre de la formule ( 9 ) sc 
reduit a 


(10) ( 2 Tr) ^ n^e 


71—1 1 __rt — 1 

2 


IH- 


'■''Uxd'- 

\ ax j 


a r 
n X 


D’ailleurs, si Ton fait, pour abr 6 ger. 


tn) 





nx ) 
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cl. si Foil a cgard a la formule 


('«) 


1(1 + 


771 

nx J nx 


on trouvera, pour des valeurs infinies de x. 


(i 3 ) 

1 (P) = i 

71 71 

n 

(> 4 ) 

P — e 


j\ — 1 n — I 

11 2 


Kn substituant la valeur precedente de P dans I’expression (10), on 
obtiendra pour resultat le second membre de la formule (9). 

Nous terminerons cel article en faisant observer que, pour etendre 
les equations ( 3 ), ( 4 ), etc., au cas oii la variable x prend une valeur 
quelconque, positive ou negative, il suffit de remplacer la formule 

r(a7) = r z‘^~‘e~^dx par la formule (16) de la page 60 du premier 

Jq 

Volume (*). Alors, si Ton pose successivement 


r — 2, 


X : 


X zz:. — /’, ™ — /• — I , X: 

r designant une quantile positive ot plus petite que I’unite, on aura 


14 - 

’=i 


dXy 


J r r 

0 

ct generalement 

(1) 0/Uwres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 8i. 
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Considerons un systeme de points materiels dont les inassos soioni, 
respectivemerit m, m', m", . et representons par r, r' , /■", . . . les dis- 
tances de ces points a un certain axe 00'. La somine 

quo nous designerons, pour abreger, par la notation 

sera ce qu’on nomme le moment d’inertie du systeme par ra[)port a 
I’axe 00'. M. Binet a propose d’etendre la meme denomination an eas 
oil Ton suppose que r, r', r , ... representent les distances dcs points 
materiels a un plan fixe, et d’admettre quo, dans cette supposition, 
est le moment d’inertie du systeme par rapport an plan dont il 
s’agit. De plus,il a prouve qu’on peut toujours construirc, autoiir d’un 
point donne, un ellipsoide dont ce point soil le centre, ct dont cbuque 
diametre soit equivalent au double de la racine carree du moment 
d’inertie du systeme par rapport au plan conjugue a ce diametre. Nous 
aliens faire voir, dans cet article, que les moments d’inertie du sys- 
teme, par rapport a differents axes menes par un meme point, peuvent 
etre facilement determines, a I’aide d’un second ellipsoide dont la con- 
struction fournit le moyen le plus simple de comparer entre eux ces 
moments d’inertie, et d’etablir I’existence des trois droites designees 
sous le nom ^axes principaux. 

Soient A, A', ... les differents points materiels dont les masses out 
ete representees par m, m\ m", . . . ; et 

K = 2m;-= 
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le moment d’inertie dii systemc des points A, A', A", . . . par rapport a 
I’axc 00' passant par le point 0. Prenons cc dernier point pour originc^ 
(Ics coordonnecs, et designons par x, y, z Ics coordonnees rectangu- 
laircs de la masse m. Soient enfin s le rayon vecteur OA, o Tangle quo 
forme cc rayon vecteur avec Taxe 00' prolonge dans une certaine 
direction, et 'X, p., v les angles formes par celui-ci avec les demi-axes 
des coordonnees positives. On aura evidemment 

( 9 .) r^.ssino, 

(3) = sK 

Do plus, comme les angles compris entre le rayon vecteur s et les 
demi-axes des coordonnees positives auront pour cosinus les rapports 


on trouvera encore 

(4) cosiJ ^cos^ 4- Y cos|jt ^ eosv 
et, pan suite, 

(5) cosi5 = ^cosX -+-/ cosfi -t- 5 cosv; 
puis on en conclura 


(6) 


,.2_ sin- 3 


cos^S 

5=— (X COSX -h J COSjJL 4- ^ COSV)'^ 

(/ cosv — 3 cosfi)^ 4- (s cosX — X cosv)^ 4- [x cosfi — y cos'A)' 


II est bon d’observer que Tequation (6) peut etre remplacee par Tune 
quclconque des deux suivantes : 


I sin2>, sins^ -2 gin^v 

I — 9yz COS P COSV — IZX COSV COSA — 2XJ' cosA cos p, 

( r'^— {y^ 4-3®) cos® A -+- ( 5 ®-+- x^) cos®p -e {x^-¥ y-) cos® v 
I — ays cos p cosv — 2 SX cosv cos A — ixy cos A cosp. 
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Celapose, si Ton fait, pour abreger, 

( 9 ) A = lm(r--h s^-), B = lm{s^-h as-), C = 1 m{as^-h r^) ; 

(10) E — lmsas, F-^lmasy; 

(11) G :=2mx^, U='2,rny^, I 

on tirera de la formule (i), combinee avec I’equation (7) ou (8), 

1 K = A cos^X + B cos^/j. -t- C cos^v 

(12) < 

( — 2D cosp. cosv — 2E cosv cosX — 2F cosX cos;j., 

ou 

( K = Gsin®X-f- Hsin-u-f-Isin^v 

(13) 

( — 2D cos fjt. cosv — 2 E cosv cosX — 2F cosX cos^^. 

Ajoutons que les quantites A, B, C, determinees par los formules (9), 
sont precisement les moments d’inertie relatifs aux axes des x, y 
et z. 

Concevons a present que Ton designe par x, y, z les coordonnees 
d’un point O' choisi arbitrairement sur I’axe 00', et par /: la longueur 
00'. On aura evidemment 

(14) /r=:;y'x^ + y-+z2, 

(.3) = 

COS A cos/x cosv 

et, en substituant dans I’equation (12) les valeurs de cosX, cosp., 
cosv tirees de la formule (i5), on trouvera 

('®) Ax^H-By^- 4 - Cz*— 2Dyz — zEzx — zFxy = KA-*. 

Supposons, de plus, que I’axe 00' vienne a se mouvoir, en tournant 
autour du point 0, et que', pendant ce mouvement, la longueur 
00 = k varie de maniere a etre constainment representee par une cer- 
taine fonction du moment d’inertie K. Ce moment d’inertie pourra 
lui-meme s’exprimer en fonction de la distance 


A: = v/x2 + y*-l-z®, 

et le point 0 decrira evidemment une surface courbe, dont la con- 
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struction fera connaitre la clependance qui existe entre la valeur de K 
et la direction de I’axe 00'. Observons d’ailleurs que cette surface 
courbe sera rcpresentee par I’equation (i6), quand on y considerera 
k et K comme des fonctions des coordonnees x, y, z devenues va- 
riables. 

Parmi Ics dilferentes relations qu’on peut etablir entre les quan- 
tiles k et K, Tune de cclles qui ramenent I’equation (i6) aux formes 
les plus simples consiste a supposer la longueur k reciproquement pro- 
portionnelle a la racine carree du moment d’inertie K. En effet, si, 
pour fixer les idees, on prend 


(' 7 ) 


A- =4= ou KA:^=i, 

V/K 


I’equation (iG) deviendra 

(i8) AxM- By’H- Cz'* — aDyz — 2 Ezx — 2 Fxy = i. 

La surface, representee par cette derniere equation, est evidemment 
unc surface du second degre, qui a pour centre I’origine meme des 
coordonnees. De plus, comme le moment d’inertie K, uniquement 
compose de termes positifs, ne s’evanouira jamais, a moins que tous 
les points materiels donnes ne soient situes sur une meme droite, et 
qu’en consequence la longueur X-conserverageneralement, pourtoutes 
les positions de I’axe 00', une valeur finie, il est clair que la sur- 
face (r8) sera un ellipsoide. On peut done enoncer la proposition sui- 
vante : 

TntiOREME I. — Considerom un systime quelconque de points materiels k, 
k', et supposons que, apres avoir mene par un point 0 pris a mlonte 
dans I’espace une infinite d’axes, on determine les divers moments d inertie 
du systeme par rapport d ces mimes axes. Si, a partir du point 0, on porle 
sur chaque axe une longueur numeriquement equivalente d 1’ unite divisee 
par la racine carree du moment d’inertie correspondant, les extremites des 
diverses longueurs seront comprises dans la surface d’un eUxpsdide donl le 
point 0 sera le centre. 
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Si tous les poinis materiels du systeme quc Ton considerc etaiciil: 
situes sur un meme axe, le moment d’incrtie relatif a cet axe devien- 
drait mil, et la longueur correspondante serait infinie; d’ou il vesulte 
que I’eHipsoide se transformerait en surface cylindrique. 

Observons maintenant que, la direction cles axes coordonnes etant 
arbitraire, on pourra toujours faire coincider ces axes avec ccux de 
Tellipsoide represente par I’equation (i8). Alors les produits yz, Zix, 
.xy devront disparaitre, ou, en d’autres termcs, les coefficients 1), K, 
F devront s’evanouir. On peut done faire passer par le point 0 trois 
axes rectangulaires et tellement choisis qu’en les prcnant pour axes 
coordonnes on ait a la fois 

('19) 27 «r- = o, lmzx = o, Inixy — o. 

Ces trois axes sont ceux qu’on a noinmes les principaax du sys- 
teme relatifs au point 0. On appelle moments d’ineriie priacipaux ceux 
qui se rapportent a ces memes axes. Comme, on vertu de Tequa- 
tion (17), la valeur de K augmente, tandis que la longueur k diininuo, 
et reciproquement, il estclair que I’un des moments d’inertie, savoir, 
celui qui correspondra au grand axe de I’ellipsoide, sera le moment 
d’inertie minimum, tandis qu’un autre, savoir celui qui correspondra 
au petit axe de I’ellipsoide, sera le moment d’inertie maximum. 

Lorsque I’ellipsoide est de revolution, il existc une infinite do sys- 
temes d axes rectangulaires pour lesquels les conditions (19) se trou- 
vent verifiees. En d aulres termes, il existe une infinite de systemes 
d axes principaux. Cliacun de ces systemes se compose : i" de I’axe de 
revolution: 2° de deux autres axes qui passent par le centre de Fellip- 
so'ide et se coupent a angles droits dans le plan de son equateur. Alors 
aussi deux moments d’inertie relatifs a des droites qui ferment le meme 
angle avec 1 axe de revolution sont necessairement egaux entre eux. 

Lorsque I’ellipsoide se transforme en une surface cylindrique, cette 
derniere est toujours une surface de revolution, et I’on rentre dans le 
cas que nous venons d’examiner. Seulement Fun des moments d’i- 
nertie priacipaux s’evanouit. 
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Lorsque Tellipsoide se reduit a une sphere, les conditions (19) se 
trouvent verifiees pour tout systeme de trois axes rectangulaires pas- 
sant par I’originc. Trois axes de cette espece, pris au hasard, forment 
done alors un systeme d’axes principaux. De plus, tons les moments 
d’inertie devionnent egaux entre eux. 

Eu taisant coincider les axes coordonnes avec les axes principaux, 
on simplific les equations (12), (i 3 ), (18), puisque alors les coefficients 
I), E, F s’evanouissent; et I’on obtient immediatement les formules 

(ao) K = A cos^>v-t- B cos^/ji -h C cos-v, 

(•>. 1 ) K t=G sin^X -f- H sin-fji -h I sin®v, 

(;!3) Ax2 + ByM-C7/=:i, 

dans Icsquclles A, B, G desigiient les trois moments d’inertie princi- 
paux. La formule (20) serta exprimer le moment d’inertie relatifa un 
axe quelconque passant par un point donne 0, en fonction des mo- 
ments d’inertie principaux, et des angles 1, p., v que forme I’axe dont 
il s’agit avec les axes principaux. 

Dans le cas oil les axes principaux ne coincident pas avec ceux des 
.r,y et 5, lours directions, ainsi que lesvaleurs des moments d’inertie 
principaux, peuvent etre facilement determinees. En effet, dans I’el- 
lipsoide represente par I’equation (18), le rayon vocteur, mene du 
centre au point (x,y,z), dovient normal a la surface, quand les coor- 
donnees x, y, z verifient la formule 

^,• 5 ^ Ax-Fy-Ez _ B.y-Dz-Fx _ Cz-Ex-I)y 

^ X y Z 

D’aiUcurs on tire de cette formule combinee avec les equations (i 5 ) 
et(x2) 

A cosTi — F cosjUL — E cosv B cosfx — .1) cosv — F cos)^ 

- — cosiJ. 

C c osv — E cos). — I) CQSfX 

___ __ cosv ’ 
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ou, ce qui revient au meme, 

/ (K — A) COSl + F COSft + E cosv —r. o, 
( FcosI-t-(K — B ) COS/Jl -r- D COSV o, 
( E cosl + D COSfl -t- (K — C) COSV :rr o; 

et, par suite, 


1 26) (K - A) (K - B) (K - 0 - (K - A)- (K - B) - F^ (K - C) - h 2 DEF z:r o. 

Cela pose, les trois valeurs de K, propres a verifier I’equation (26), 
seront evidemmentles trois moments d’incrtierelatifs aux axes do I’el- 
lipsoide (18), c’est-a-dire, les moments d’inertic principaux. De plus, 
a cliacun de ces moihents correspondront deux systemes de valours 
des angles A, p., v, determines par les equations (25) rounics a la sui- 
vante 


(27) 


cos^X 4- cos^pt H- cos^y r= r , 


i 


ou, ce qui revient au meme, par la formule 

COSX COSfX 


(K-B)(K-C)-D^-(r 


"E) (K — A) — E^ 

I 


COSV 


(K. 


■\/[(r 


- A) (lA' 1 -lffz: pi 

^ 


et il est clair que ces deux systemes indiqueront les deux directions 
suivant lesquelles on peut prolonger, a partir de I’origine, I’un des 
axes de I’ellipsoide, c’est-a-dire, I’un des axes principaux. 

L’equation (26) est une de celles que Lagrauge avail reneontreea 
dans ses recherches sur le mouvement de rotation d’un corps solide 
Cet liiustre geomistre avail demontre que les trois racines de I'equation 
doot.l s'agitsont toujoursreelles. MaisM. Binet a prouve le premier 
que ces racmes etaienl precistoent les moments d'inertie principalis 

Sopposons mainlenant que I'on v.uille determiner le moment d’ii 
nertie du systeme des points maMriels A, A', ... par rapport a un axe 
qu, forme toujours avec ceux des at, pi, a les angles X, p, v, mais qn,' 
passe par un point C distinct de I’origine. Soient d'ailleurs at ce mo- 
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mont d’inertie; a, b, c les coordonnees dii point C; R et ^ les distances 
respectives de I’origine 0 et du point A an noiivel axe ; M la soinme 
des masses m, m', enfin y], ‘C les coordonnees du centre de gra- 
vite du systemo des points A, A', On aura 

(ag) 

De plus, pour deduire la distance de la distance r determinee par 
I’equation (G), il suffira evideminent de transporter I’origine au point 
(a, h, c), et de remplacer on consequence se, y, z- par w — a, y — h, 
z — c. On aura done encore 

(3,)) (,« — (3 — c)"--- [«COS)i -h-/COS/JL + 3COSV — («COS>. -l-i>COS|JH-C cosv)]S 

et Ton en conclura, en reduisant x, j et ^ a zero, 

( 3 1) R 2 r= h- — ( a cos A-+- i cos fiH- c cos v )“. 

On trouvera par suite 

(3'.>.) .'ll-- - R-— -H by - 1 - cz — («cosX -H b cosp. -+■ ccosv) (j?cos>. -h v cosp 4- 3 cosy)], 

puis, en ayant egard aux equations 

(33) i a- MH, ^my-^Mn, hnz = MK, 

on tirera des formules (29) et (32) 

(3/i) tn: K I - MR- -- ;>.M[«^ -h bn h- c? — (a cosA + b cosp -4 c cosv) (| cos?i + n cosp 4- C cosy)]. 

Si Ton lait coincider I’origine avec le centre de gravite du systeme des 
points A, A', I, r], "C s’evanouiront, et I’equation (34) donnera 

simplcinent 

1 ' ^ cKl ~ K,. “-H Mfl“« 

Oette derniere formule comprend un theoreine dont voici 1 enonce : 

TiuionfeME II. — Pour ohtenir le moment d’inerlie d’ un sysUme de 
points materiels par rapport d un axe quelconque, il suffit d’ajouter, au 
moment d’inertie relatif d un axe paralUle passant par le centre de gra- 
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i'ite, let soTRTne des musses des differents points Tnulliphce pcir le ccitTc dc. let 

distance enire les deux axes. 

Les tlieoremes I et II s’etendent au cas meme oil le nombre des 
points materiels A, A', . . . devient infini, et oil le systeme dc ces points 
se transforme eu un corps solide. Lorsque le corps est homogene, et 
qu’un plan, mene par le point 0, divise le corps en deux parties syme- 
triques, ce plan renferme evidemment deux axes de I’eHipsoide repre- 
sente parl’^uation (i8), et par consequent deux des axes principaux 
relatifs au point 0. De cette remarque on deduit immediatement la 
proposition suivante ; 

TuEORiME III. — Lorscpie, par le centre de gravite d’un corps solide et 
homogene, on peut mener trois plans, dont chacun divise le corps cn deux 
parties svrnetriques, les droites d’ intersection de ces rnemes plans sonl pre- 
cisemeni les axes principaux relatifs au centre de gremte. 

Ainsi, par exemple, dans un parallelepipede rectangle et un ellip- 
soide bomogenes, les axes principaux relatifs au centre coincident 
avec les droites meneespar Ic centre parallelcmont aux aretes, ou avi'c 
les axes de I’ellipsoide. 

Quand on se propose d’evaluerle moment d’inertie d’un corps solide 
homogene, le moyen le plus simple est d’ernployer la formule ( 21 ), et 
de determiner les constantes G, H, I a I’aide de la division du c6rps 
solide en tranches infiniment minces, comprises entre des plans pa- 
ralleles aux plans coordonnes. Ainsi, en particulier, pour determiner 
la constante 

ou le moment d inertie du corps solide relatifau plan des_y, on cher- 
chera d abord le moment d’inertie d’une tranche tres mince du meme 
corps, renfermee entre' deux plans perpendiculaires k I’axe des a?, et 
correspondants aux deux abscisses a;, a? Soient U I’aire de la sec- 
tion faitepar le premier de ces deux plans dans le corps solide et p la 
densite du corps. La masse de la tranche dont il s’agit et son moment 



SUR LES MOMENTS D’INERTIE. 


133 


d’inertie par rapport au plan des z seront exprimes par deux pro- 
duits de la forme 

(^‘^1 (i±£)pUAd;', 

('^7) (i rt £)pU^-Ajc, 

£ designant un nombre (|ui s’evanouira toujours avec Aa? et qui pourra 
changer de valeur quand on passera clu premier produit au second. 
Cela pose, si Ton divise le corps en un tres grand nombre de tranches 
s(',mblablcs a celle que nous venous de considerer, on trouvera, pour la 
somme ties moments d’inertie de toutes ces tranches, 

(38) G ±:£)pUa?^Aj;‘, 

le signe 2 sc rapportant aux diverses valeurs de Aa?; puis, en faisant 
converger chacune de ces valeurs vers zero et passant aux limites, on 
ohtiendra I’equation 

(39) G = r 'pU.r2(/.,r. . 

Dans la formule (dp), a-„ ct a?, representent la plus petite et la plus 
grande ties valeurs de Tabscissc a.-. Cette formule s’etend au cas meme 
oil la (lensite p devient variable avee I’ahscissea;; et, quand le corps 
est homogene, elle se reduita 

' ‘Ux- dx. On trouvera de la meme maniere 

t’o 

ll = prYf-dy, 

I ==p r 

pourvu que Ton designo pary,, et j, la plus petite et la plus grande 
dcs valeurs de / relatives aux divers points du corps solide, par^;, et 
la plus petite et la plus grande des valeurs de z, enfin par V et W les 
aires do deux sections faites dans le corps par des plans perpendicu- 
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laires aiix axes des y et^, et correspondants, le premier a I’ordonnee j, 

le second a Tordonnee 

Pourmontrer une application des formules (21) et( 4 o), concevons 
que le corps solide soit un parallelepipede rectangle et homogenc, 
dont le centre coincide avec I’origine, et dont les aretes soicnt paral- 
l^es aux axes des x, r, s. Si Ton designe par a, h, c ces trois aretes, (^t 
par M la masse du parallelepipede, on aura evidemment 


\]z=:.bc, 

il 

M = pabc, 

in 

1 


pbc f X- dx — 

Mr 

1 

% 

S 

1 - 

1! 


On trouvera de ineme 

et, par suite, la formule (21) donnera 

,,, „ a® sin^X H- sln^w. 4- sin‘^ V 

, 4 ,) K—M 

Tel sera le moment d’inertie du parallelepipede relativcment a un ax(! 
mene par le centre de maniere a former les angles X, [jl, v avec les 
directions des trois arMes. 

Si le parallelepipede se transforme en un cube, la valeur de K de- 
viendra independante des angles X, p., v; et, en ayant egard a la for- 
mule 

sin^X -t- sin^pi -t- sin^ v = 3 — (cos^X -h cos^fx 4 - cos^v) =; 2 , 

on tirera de I’equation (4i) 

(4a) K=zlMa^ 

Considerons encore un ellipsoide homogene qui ait pour centre 
rorigine, et qui Soit represente par I’equation 

cc- r® 

£ 1 — I 

-9. ‘ 1,9 _9 * • 


(43) 
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La section faite dans cet ellipsoide par un plan perpendiculaire a I’axe 
des X, et correspondant a I’abscisse sera une ellipse qui, etant elle- 
rneme representee par I’equation 



aura pour demi-axes deux longueurs mesurees par les produits 



Uc plus, commo, pour determiner la surface U de cette ellipse, il suf- 
fira de multiplier le produit des deux demi-axes par le nombreTt, on 
aura encore 

U = Ttbc l^i — 


On trouvcra d’ailleurs, en designant par M la masse de I’eHipsoide, 

XQ~ — a, Xy — a, M=:|7rpa5c. 

Cela pose, la premiere des formules (4o) donnera 


On aura de meme 


iM 


I = iMcS 


et, par suite, on tirera de la formule ( 21 ) 

sin-X -+- sin®a -t- c* sin^v 

(/,/,) K = M g— c 

Tel sera le moment d’inertie de I’ellipsoide relativement a une droite 
mcnee par le centre de maniere a former les angles 1, p., v avec les 
directions des trois axes. 

Si Tellipsoide se transforme en une sphere, la valeur de K deviendra 
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independante des angles "k, [J-, v et se rMuira siniplenient a 

U5) 

Nous terminerons ici cet Article, sans nous arreter aux applications 
que Ton peut faire de la formule (35), ni a la formule bien connue 
qiii sert a determiner le moment d’inertio d’un solide do revolution 
par rapport a I’axede ce meme solide. 



SUR LA 


FORCE VIVE D’UN CORPS SOLIDE 

ou d’un 

SYSTEME INVARIABLE EN MOUVEMENT. 


On saitque la force vive d’un systeme invariable ou d’un corps solide 
en mouvcment se decompose en deux parties, dont I’une represente la 
force vivo du corps determinee par un observateur, qui, place au 
centre de gravite, regarderait ce point comme immobile, tandis que 
I’autre partie est la force vive que Ton obtiendrait en supposant la 
masse entiere transportee au point dont il s’agit et animee de la vitesse 
avec laquclle il se rneut dans I’espace. Toutefois le centre de gravite 
n’est pas Ic seul point qui jouisse de la propriete que je viens de rap- 
pelerici, et Ton peut demontrer qu’elle est commune a tons ceuxqui 
sontsitues sur la surfoce d’un cylindre droit a base circulaire dans 
lequel deux generatrices opposees coincident, I’une avec I’axeinstan- 
tane de rotation du corps solide, I’autre avec la droite menee par le 
centre de gravite parallelement a cet axe. C’est en effet ce qui resulte 
des considerations suivantes. 

Soient A, A', A", ... les diCferents points materiels qui composent le 
systeme invariable ou le corps solide; m, m', m", ... leurs masses res- 
pectives, et Mia masse entiere. Soient d’ailleurs, au boutdu temps z, 

0), C*)^ go", . . . , ^ 

les vitesses des points A, A', A", .. . et du centre de gravite G, la 
force vive du corps solide, c’est-a-dire, la somme des forces vives de 
ses divers Mements, 00' I’axe instantane de rotation du meme corps, 

i8 
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enfin u et a ses vitesses instantanees cle translation et de rotation. On 
aura 

M — in-hm'+m’-i-... et 7n&)-+ • • • , 

on, ce qui revient au meme, 
fi) 
et 
( 2 ) 

le signe S indiquant une somine de termes semblables et relatifs aux 

masses m, m', m" D’autre part, si Ton nomine R la distance entre 

1 axe 00' et un axe parallele GG' inene par le centre de gravite, r, s les 
longueurs des perpendicularres abaissees du point A sur les deux axes 
GG , 00', et 6 Tangle que ccs perpendiculaires forment entre dies, on 
trouvera encore 

MRS 

R^ = /-^ 4 - ^2 — 2 rs cos 5. 

En effet, pour etablir ces quatre equations, il suffira d’observor : i" que 
la vitesse absolue du point A ou G ed la diagonale d’un rectangle 
construit sur la vitesse 0 de Taxe instantane de rotation et sur la 
vitesse apparente ou Ra qu’attribuerait au point A ou G un observa- 
teur place sur Taxe 00'; 2 ° que la difference entre les quantites 2^=“ 
etEzn/^, e’est-a-dire, entre les moments d’inertie du corps solide rela- 
tifs aux deux axes 00' et GG', doit etre, en vertu du second theoreme 
del’article precedent, equivalente au produit de la masse entiere par 
le carre de la distance des deux axes; 3° que cette distance est le cote 
oppose a 1 angle S, dans un triangle forme avec les trois longueurs r, 
y etR. Si maintenant on substitue, dans la formule ( 2 ), a la place de 
CO-’, sa valeur donnee par Tequation (3), on trouvera 

>|7-=Mo2 4_ 


(3) 

(4) 

( 5 ) 

( 6 ) 


(7) 
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puis, en ayant egard a la formule ( 5 ), 

(8) M(u- +- R^.8®) -t- 
OU, cc qui revient au meme, 

(9) 

De plus, si Ton nomme K etudes moments d’inertie du corps solide 
relatifs a I’axe GG' et a iin axe parallele AB mene par le point A, on 
aura evidcmment 

(10) K=rl/«;'S 

(11) 

et Ton tirera de I’equalion ( 8 ), combinee avec les formules (3), ( 6 ), 

( lo) ct (i i), 

(r2) 1];“ = + UtaL 

II importe de remarquerque le dernier terme de chacune des equa- 
tions ( 7 ), ( 9 ), ( 12 ) represente la force vive qu’attribuerait au corps 
solide un observateur place sur I’un des axes 00', GG', AB. En elFet, 
la vitosse apparente du point A, pour un spectateur place sur I’axe 00', 
etant prccisement egale au produit S'd, il est clair que la force vive 
attribuee par ce spectateur au corps solide sera equivalente a 1 ex- 
pression 

(i3) 2}n{s^y-=fs^l>ns^, 

c’est-a-dire, au carre de la vitesse de rotation du corps par le moment 
d’inertie Hms~ relatif a I’axe 00 '; et, si le spectateur se transporte sur 
I’axe GG', ou sur I’axe 00', il faudra evidemment remplacer, dans I’ex- 
pression (i3), le facteur par Tune des quantites 

K = ou Uf, 

qui designent les moments d’inertie relatifs aux axes GG' ou AB. Quant 
aux produits MwS chacun d’eux represente la force vive 

qu’offrirait la masse entiere concentree en un point situe sur I’axe 00 ', 
ou GG', ou AB, et animee de la meme vitesse que ce point. Ajoutons 
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que, si Ton suppose le plan qui renferme les axes AB, 00' perpendicu- 
laire au plan qui renferme les axes AB, GG', le facteur coso se reduira 
simplement a zero, et I’equation ( 12 ) a la formule 

(, 4 ) 

D’ailleurs, dans cette hypothese, si Ton coupe les trois axes paral- 
IMes 00', GG', AB par un plan perpendiculaire a ces memes axes, les 
trois points d’intersection formeront un triangle rectangle dont le 
sommet sera situe sur I’axe AB. Done alors tous les points de I’axe AB 
appartiendront a des circonferences decrites, dans des plans perpendi- 
culaires aux trois axes, sur des diametres propres a mesurer la distance 
des deux premiers. II en resulte que la droite AB sera Tune des gene- 
ratrices d’un cylindre droit que Ton pourra considerer comme ayant 
pour base une des circonferences ci-dessus mentionnees. Cela pose, la 
formule (i 4 ) entrainera evidemment la proposition suivante : 

Theoreme. — Concevons qiiun systeme inmriahle ou un corps solide sc 
meuve dans I’espace. Soient, a une epoque quelconque du momement, 
00' V axe instanland de rotation de ce mdme corps, et GG' I’axe parallelc 
mend par le centre de gravitd G. Enfin, supposons que Von construise une 
surface cylindrique a base circulaire, et dans laquelle deux gdndratrices 
opposdes coincident avec les deux axes dont il s’agit. Pour ddterrniner la 
force mve du corps solide, il suffira de calculer cede que lui attrihuerail, 
en se considdrant comme immobile, un observateur placd en un point pris 
au hasard sur la surface cylindrique, et d’ajouter a la force owe ainsi cal- 
culee celle qu on obtiendrait, si la masse entidre dtait concentrde au point 
dont il s agit, et animde de la mdme vitesse que ce point. 

Si I’observateur se plagait sur I’un des axes 00', GG', la vitesse oj se 
trouverait reduite a Tune des vitesses u, fl; et la formule (i 4 ) a Tune 
des equations ( 7 ) et ( 9 ). Ajoutons que la seconde de ces deux equa- 
tions est precisement celle qui exprime la propriete connue du centre 
de gravite relativeraent a la decomposition de la force vive. 



SUR LES RELATIONS 


QTJI EXISTENT 

DANS L’MT D’EQUILIBRE D’UN CORPS SOLIDE OU FLTJIDE, 

ENTRE 

lES PRESSFOIVS OU TENSIONS ET lES FORCES ACCEIERATRICES. 


Considerons, dans un corps solide ou fluide, un point quelconque 
dout les coordonnees rectangulaires soient designees par x, y, s. Si 
Ton nomme p’, p" , p'" les pressions ou tensions exercees en ce point, du 
cote des coordonnees positives, contre trois plans paralleles aux plans 
des y, z, des z, x et des x,y, les projections algebriques des forces 
p', p"tp"' sur les axes coordonnes seront deux a deux egales entre elles 
G6), et pourront etrc representees en consequence, comme on 
I’a deja fait dans un autre Article (p. 69), par les quantites 

jA, F, E. 

(0 F, B, D, 

(e, d, c. 

Soient d’ailleurs 

(a) X, Y, Z 

les projections algebriques de la force acceleratrice appliquee au point 
(x, y, z) sur les axes coordonnes. On reconnaitra facilement que les 
quantites (i) et (2) sont toujours liees entre elles par trois equations 
(ju’on pent obtenir ainsi qu’il suit. 

Soient Ay, As des accroissements tres petits attribues aux va- 
riables X, y, z; 


(3) 


V = Aa; A/ As 
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le volume du parallelepipede rectangle compris entre les six plans 
menes parallelement aux plans coordonnes par les deux points 

-f- Aar, y 4- Aj, ^ -I- As) ; p la densite du corps au point (a?,/, s), 
et/« la masse comprise sous le volume v. Les projections algebriques 
de la force motrice qui sollicite cette masse seront a tres pen pres 
equivalentes aux trois produits 

(4) mX, mY, m'L, 


ou, parce qu’on a sensiblement 
(5) m — 

aux trois expressions 


(6) pXAarAjAs, pYAajAjAs, pZAa^'AjvA;. 


De plus, les six faces rectangulaires, qui terminent le volume v, seront 
deux a deux egales entre elles, et mesurees par les produits 

(7) AjrAs, AsAa?, LxLy. 

Enfin les trois faces, qui aboutissent au point {x,y,z), supporteront 
en ce point des pressions ou tensions dont les projections algebriques 
seront respectivement 


-A, 

-F, 

-E; 

-F, 

~B, 

-I); 

-E, 

-D, 

-C. 


Cela pose, designons par ^,y + zi y-z les coordonnees d’un point 
quelconquesitue sur celle des trois dernieres faces qui est perpendicu- 
laire a I’axe des ar. Tandis qu’on passera du point {x, y, z) au point 
+ + la projection algebrique sur I’axe des a; de la pres- 

sioE ou tension exercee contre cette face changera de valeur, et dovien- 
dra equivalente au polynome 


(9) 




Par suite, la tension 


ou pression totale, supportee par cette face paral- 



DANS L’ETAT D’EQUILIBIIE D’UN CORPS SOLIDE, ETC. liS 
lelement a I’axe des x, aura pour mesure I’integrale 


.('O) 




-f'f 


= - A 


A , 

A -t- 

d/ 

df 2 


y- 


dk 

dk ^ 
dz 2 


dy dz 

kykz, 


et sera dirigee dans le sens des x positives ou negatives, suivant que 
I’integrale (to) sera elle-meme positive ou negative. Quant a la pres- 
sion supportoe par la face opposee, parallelement a I’axe des x, elle 
aura evidemment pour projection algebrique sur cet axe rexpression 
qu’on obtient en remplac-ant, dans I’integrale (lo), le signe — par le 
signe +, et la quantite A par 


A dA . 

A H — V — dkX - 
ax 


d~A Ax^- 
5^ 




c’est-a-dire le produit 


(<0 


. , (}A . dk Ay 

A 4- Ax + ■ 

ox oy 2 


PA ^ 

dz 2 



Done la resultante despressions ou tensions supportees, parallelement 
a I’axc des x, par les faces du volume o comprises dans des plans paral- 
liiles au plan des .s, aura pour projection algebrique sur cet axe-le 
produit 

( 12 ) + 


On prouvera de la meme maniere que la resultante des pressions ou 
tensions supportees, parallelement a Faxe des x, par les faces paral- 
leles au plan des z, x, ou au plan des x, y, a pour projection alge- 
brique sur cet axe le produit 



(i3) 

OU le suivant 


Az Ax, 
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Done, si I’on considere les differences Aa?, ^y, As comme infiniment 
petites du premier ordre, et si Ton neglige les infiniment petits d’un 
ordre siiperieur au troisieme, ce qui permettra de rediiirc les pro- 
duits ( 12 ), (i3), (i4) a leurs premiers termes, la somme des projec- 
tions algebriques sur I’axe des a? des pressions ou tensions, supportees 
parallelement a cet axe par les six faces du volume c, sera simplcrnent 


(i5) 


(dk dF dE\ . . . 


Or, la molecule m devant, par hypothese, rester en equilibre sous 
faction des differentes forces qui la sollicitent, savoir, des pri'ssions 
ou tensions exercees centre ses faces, et de la force motrico, la somme 
des projections algebriques de toutes ces forces sur faxe des x devra 
s’evanouir. On aura done 


dA dF dE\ . , . * 

et I’on en conclura 

dA dF dE 


r 0 , 


(, 6 ) 


On Irouvera de meme 
dF dB dD 

d^^-pY=o, 

dE , dD dC 


bi le corps que 1 on considere se reduisait a une masse fluide, il y 
aurait, en chaque point, egalite de pression en tout sens, et chaque 
pression serait perpendiculaire au plan qui la supporterait. Alors les 
pressions exercees en un point quelconque, et du cote des coordonnees 
positives, centre trois plans perpendiculaires aux axes des a;, y, 3, 
seraient dirigees parallMement a ces axes, mais dans le sens des coor- 
donnees negatives. Par suite, en nommant p la pression hydrostatique 
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correspondante au point {x, y, s), on trouverait 

(r7) A = B = C=— 

(i8) D=:E = F = o; 

ot les (k|uations (i6), reduites a 

(' 9 ) = = 

co'incideraient avec les formules ( 2 ) de la page Sg. 
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SUR LA TRANSFORMATION 


DES 

FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE 

EN INTEGRALES DOUBLES. 


M. Fourier a fait voir qu’on peut transformer une fonction de la va- 
riable ;cen une integrale double, dans laquelle cettc variable n’entre 
plus que sous le signe sin ou cos. Les deux formules qu’il a donnees 
pour cet objet peuvent etre utilement remplacees par une autre ((ue 
j’ai indiquee dans le XIX® Cahier du Journal de I’Ecole royale Polytech- 
nique, et qui renferme, au lieu d’un sinus ou d’un cosinus, une seuli* 
exponentielle imaginaire. Elies setrouventd’ailleurs comprises, comme 
cas particuliers, dans celles que je vais etablir. 

Soient9(p, r), fi^) tro's fonctions reelles des variables p, 

r, t; et />o, P, r„, R des valeurs reelles attribuees aux variables p, r. 
Ainsi que je I’ai prouve dans le Memoire sur les integrales definies 
prises entre des limites imaginaires, on aura generalement 


(«) { 


- f r.) ,,)J ,, 


•A, 



SUR LA TRANSFORMATION DBS FONCTIONS, ETC. IW 

A designant uno somme dont chaque terme est egal an produit de I’ex- 
pression 

par 1 un des residus de f{t) correspondaiits a celles des racines de I’e- 
quation 

7('o = °’ 

que I’on pent deduire de la formule 
(4) < = ?(/’='•) + /— I 

eu attribuant a la variable p des valeurs comprises entrc les limites p,,, 
P, cl. a la variable r des valeurs comprises entre les limites R. Ajou- 
tons que, dans I’expressiqn ( 2 ), Ic double signe devra etre reduit au 
signe H-, ou au signe — , suivant qu’il s’agira d’un residu correspon- 
(lant a unc valeur positive ou negative de la difference 

f 5') f) _ . 

dp dr dr dp 

Observons enfin que, si la fonctioti 

(d) /[?(Ar)-|-v/~7x(p, /•)] 

no devient pas infinie pour des valeurs de ju et de /• renfermees entre 
les limites p =p„, p = P, r = r^, r = R, on aura simplement 

(7) ^ = 0- 

Parmi les applications que Ton peutfaire de la formule (i), on doit 
remarquer cellos qui se rapportent au cas ou Ton suppose 

( 8 ) (f{p,r)=.p = x, xiP>'') = ''=y> 

ou bien encore 

(9) (f{p,r) = rcosp, xiP> r) — r siap. 

On retrouve alors les formules que j’ai donnees dans le prernierVolume 
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liS 

Exercices[^. go et suivantes, 200 etsuivantes (')]. Si Ton suppo- 
sait, au contraire, 

(10) o{p,r) — ar, -i{p,r)—.pr, 

a etant une constante positive, la formule (i) donnerait 


( F 1 ) 




1 / i (« H- P A - 0 /[(« + P v'- 1 ) /■] - (rt H- Fo v/- f ) /[(« + Fo V''— 1) '■] i rf/' 


Lorsque le produit r/[(a-hp\/— i)r] s’evanouit pour r— =0, quel que 
soil/?, alors, en prenant 

ro = o, R=oo, Po = o, P = /?, 

on tire de la formule (ii) 

/« 00 

(a+d v/— f)/[(« + 6 \/^)''] = / « /’(«'■) fifr H- A, 

•^n 


ou, ce qui revient au meme, 

('2) (a+ i>^EIJ)f[(a + bi/-J)r]dr=^ /(r)dr~hA. 

Cette derniere equation comprend, comme cas particuliers, plusieurs 
formules connues. Ainsi, par exemple, si Ton pose 

/(/■) = 

n designant une quantite positive, on aura A = o, et I’on tirera de la 
formule (12) 

(l3) r ,'a-lff-(a+6\/~i)r^^. _ ^(n) , 

*^0 (a ^^^—1)'^’ 

puis, en faisant, pour abreger, 

S = arctang-, 
a 


(') OEaf'res dk Cauchy, S. U, T. VI, p. 124 et auiv., 256 et suiv. 
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on trouvera 


(r 5 ) 


I jT 

ir- 


cosbrdr=i — 

(a 2 -h 


1 ^~ar g j ^ r ( /^ ) . 


(«2_{„ ^2)2 

(^oncevons encore que, dans la formule (i i), on prenne 

Po~c, p=ib, ro~o, R=::-, 

£ 

£ designant une quantite tres petite. Alors, en supposant la fonction 
/"(ij) choisie dc manierc que A s’evanouisse, on trouvera ' 


(i 6 ) / <-'0 


jT j (^a-\-b\f^i)f[{a+b\J—i)t^ — {a->rC\l—i)f\{a + c\J—i)i^ j rf/- 


Soit maintenant x une nouvelle variable renfermee entre les limites 
.'r„, X, on sorte qu’on ait 

(17) .ro<j;<X. 

Si Ton pose 

(18) f{t)=f 

!’([/.) designant une fonction de p. qui ne devienne pas infinie entre les 
limites ^x — x^, p. = X, on trouvera 




X 

puis, en faisant 
on obticndra la formule 


'-mi 




X fJE. 


.y— .rn 
b ^ t 


(r 
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Comme on a crailleurs 


( 20 ) f — P'' — es) ds -h / — s.v) rf.v, 

Jfi ^0 I 


ef que, pour des valours infiniment petites de z, les deux integrales, 
comprises dans le second membre de I’equation (20), so reduironi, 
Tune an produit 

(’(cr) f e-i‘‘->-P'J-')‘’ds = — — — ^-(’(^0) 

Jo a -\-p\J—i 


I’autre a zero, on tirera evidemment de I’equation (19), on prenani 
s = o. 


( 21 ) 


^ a+P\/-i \ dp r‘‘ dp 




-p\i- 


a^')f 

Cela pose, si Ton fait, pour abreger, 

( 22 ) A - B v/=T = f ' — = f - v/-7 f'-pP 

Jc a+psfJJJi « +/ 


P‘ 


on, ce qui revient au meme, 

,4 

~-+p 


(23) 


r a dp b 

J '^FTpi = « - a'’c tang - 


R — f'‘ PdP _ I , /«"+ 

Jc a^+P^~ )' 


on conclura de la formule (16), en y substituant Ja valeur de /(/) 
donnee par I’equation (18) et reduisant £ a zero, 


(24) = 




B+AV' 

Si Ton supposait, au contraire, 


dfj,. 


^(0=^ (’(fx) 


(25) 
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on trouverait, en operant toujours cle la meme rnaniere, 
li + k\/—lJo J.r, 


Enfin, si I’on ajoute la formule (24) a la formule (26), en ayant soin 
de remplacer x — \i, dans la premiere, et p. — a; dans la seconde, par 
le radical \[{x — p.)- qui represente, dans tons les cas possibles, la va- 
leur niinierique du binome x — \x, on obtiendra I’equation 


(37) 




n/7K‘ 

•1)^0 


— [) e-(a4-6v'-i);-v'(^-(A!5 — dr d\x. 


Si la variable x cessait d’etre renfermee entre les limites x^, X, 
alors, en supposant 

(28) j?>X>a;o 
et prenant 

(29) /(0=r 

on tirerait de la formule (16), a I’aide de raisonnements semblables a 
ceux que nous avons employes ci-dessus. 


(3o) r r^[(a \/— (a + c v/— f(fJ.) dr dp. : 


Si Ton supposait, au contraire, 

( 3 1 ) X <Z. X(j <C X, 


alors, en prenant 

( 32 ) /( 0 =r (iiJ.) djx, 

on trouverait 


(33 ) r r^[(« -h b 0 n\>-^)-{a + c y'- ,)e-K7-‘) |'(fi) dr dy. = o. 
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Les equations (3o) et (33) peuvent etre remplacees par la seule for- 
mule 


f f [(«' + ^ _ (a + c v/— i)e-(«-'-‘V-0 |■(|;^) 

«/0 J-r.. ^ 


qui subsiste toutes les fois que la valeur attribuee a la variable est 
situee hors des limites X. 

Lorsqu’on prend c = — b, les equations (23) donnent 


(35) 


A = 2 arc tang 



B = o; 


et Ton tire des formules (27) et (34) : 1° en supposant la variable x 
renfermee entre les limites ajj, X, 

nx 

[(«+ £iv/^)e-(*+*v/=i) 'Vu-N*— I !■(„) dr da 



(4 arc tang- j \/~i 

2° en supposant la variable x situee hors des limites x^, X, 

X X ^ — {a—b '•ViJqip) dr dp. --= o. 


Dans le cas particulier ou Ton prend a = o, 4 = i, la formule (30) 
se reduit a 

ou plus simplement a 

(38) ^(x) — ~r f (e'-(»-r)v/=>H-e->-(»-r.V=t)(>(a)rfrcfa. 

•^0 ‘ 

Par suite, on aura, pour des valeurs de x comprises entre les limites 

«37o> !X> 


(39) 
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oil, ce qui revient au meme, 

,x 


(4o) 




— ^ dr dpL. 


On tirera, au contraire, de la formule (Sy), en supposant la variable a; 
situee hors des limites X et prenant toujours a = o, b — i, 


(4i) 


'0 

ou, ce qui revient au meme, 


eo ^ 

f / cosr(a; — ^ jx) — o, 

0 


(42) 


D n X 

rn 


Dans le cas oil Ton suppose h — o, la fraction que renferme le 
second membre de I’equation (36) se presente sous la forme Mais, 
en reduisant cette fraction a sa veritable valeur, on tire de I’equation 


dont il s’agit 


(43) — - f [i — ar\J{x — |’(fjt.) c?r c/fx 


La formule (43), qu’on peut encore ecrire comme il suit 


(44) 




t — ar{x — [xy] [’(fx) dr dp. 


j j' J" [i 4- ar{x — /i)] d,- dp, 


subsiste, pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites a-,,, 
X. Au contraire, lorsque la variable x est situee hors des limites x^, X, 
on a, en vertu de I’equation (Sy), 

oo 

\ / [i — ar j-’( jx) dr d\L o. 

0 dxQ 

On trouvera, par suite, en supposant ap > X > Xo, 

(46) r [ [i — ar{x — p)'\e-°-d«=-v-} ^[p) dr dp = o, 

do djc^ 

OEuvres de — S. 11, t. Vll. 
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ct, en siipposant ir<^ 

Xt z'* X 

(■47! I I [i + a/‘{s — [j.)] i''{n) dr djj. ~ o. 

■'0 -. r ., 

!! importe d’obsen'ei' que ies equations (43) ct (44) peuvent encoi-e 
etre presentees sous les formes 


I r(^)=+ 


0 ^. r „ 

^ /^5o /^.r 







-q’(fx)rf/v/p. 


Lopsque, dans les formules (27), (4o), (48) et (49), on suppose 
■^0 = — CO, X = CO, on obticnt les equations 


j(,r )_ j I (a-h/fv l) y' ■i)/>y (.r I 

■ ‘ ^ ^ f_J_ I'(f;.) dr d^, 

" r” r” d[«e-“'Vw-ire1 
(aa) To 

I ^ ^ r r 

f ■ i 

qui subsistentpour toutes les valeurs positives ou negatives de la va- 
riable X. 

Concevons a present que Ton prenne o, X oo. Alors, si I’on 
attribue a la variable a; unevaleur positive, on tirera des equations (89) 


cosr(^ — ix) {’(p.) drdi)., 




(54) 

f(a-) = l 

TV 

(55) 

<*/ \ ^ 
l(^)= - 
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De plus, on conclara des formules ( 4 i) et ( 47 ), cn remplacant .r 
par ,r, 

(■^* 5 ) o~ f f cosr{a;-^p.)({ij.) dr d[j., 

Jq 

r,ao 'ioo 

(^ 7 ) o— j I [i~ ar{x - 4 - ;jl)] dr dp.. 

•-‘O *-^o 

Si d’ailleurs on a egard aux equations 

\ cosr{x — ix) = cos rx cos rp. + sin rx sin rp, 

( . 5 b ) 

I cosr(x + p.) — cOsrxcosrp — sinrx sinrp, 
on tirera des formules (54) et (56), combinees entre elles, 


(■59) 


t/o Jq 

(60) 

l'(^0 = 

~ j j Sin rtr shir dr dij,. 


Ces deux dernih’es formules sont celles que M. Fourier a donnees dans 
scs Recherches sur la theorie de la clialeur. On peut s’en servir pour inte- 
grer des equations lineaires aux differences partielles et a coefficients 
constants. Mais, pour rendre la methode d’integration plus generale, 
il convient de substituer aux deux formules dont il s’agit I’equation (4o) 
oil ( 5 i), ainsi que je I’ai remarque dans le XIX® Cahier du Journal de 
I’Ecole royale Polytechnique (^voir aussi le Bulletin de la Societe Philo- 
rnathique pour I’annee 1821, et V Analyse des travaux de I’Academie des 
Sciences pendant lameme annee). Ajoutons que, dansbeaucoup de cas, 
il sera utile d’employer, au lieu des formules (4o) ou ( 5 i), les equa- 
tions (27), ( 5 o), (62), ( 53 ). C’est ce que j’expliquerai plus en detail 
dans un autre Article. 

Une observation essentielle a faire, c’est qu’on peut etablir directe- 
ment les formules (27) et ( 34 ) avec celles qui s’en deduisent, en eifec- 
tuant d’abord dans chacune de ces formules I’integration relative a la 
variable r, apres avoir multiplie la fonction sous le signe j par I’expo- 
nentielle e~^, et en considerant e comme un nombre infmiment petit 
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que Ton devra reduire a zero, quand les integrations seront aclicvees. 

Ainsi, par exemple, en operant de cette maniere, et posant 

— fA)=;£S, 


on reconn aitra que le second menibre de la forniule (43) est equiva- 
lent au produit 




r = i’(«) r 

Ja (l + '*)'J Jo 


“ ds 
(1+6-)^ 




Si Ton integre, par rapport a la quantite a, et a partir de a = r, les 
deux membres de I’equation (4o)» on en tirera 


(6i) f f (’(j[x) if/' f/fjL = a l’(.r) I 

Jo J.r„ / 


Oil, ce qui revient au meme. 


(6a) 


J« 4 


— 6'e 1 1’( j:jt) dr dp.. 


c etant positif, ainsi que a. On peut aisement verifier la forinule (Oi) ; 
car, si Ton fait, pour abreger, 

(63) i\r) = rf \’{p) dp, 

•t’o 

on trouvera, en posant p. — - a; = et r= oo, 

y' e^ds-h I' e--' ds^ 2 |'( ./.■); 


(64) 


f(=o) = R-*) 


et, par suite, la formule(6i) sera reduite a 


(65) 


I. 


" {{ar) — f(cr) 


(fr=f(oo) 1 


Comme on aura d’ailleurs f(o) = o, il est clair que I’equation (65) 
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pourra encore etre presentee sous la forme 

(66) |;f(oo) _ f(o)] 1 (I). 

Or, cette derniere, qui comprend, comnie cas particulier, Tequation 
connue 


et qui coincide, quand f(oo) s’evanouit, avec une formule que j’ai don- 
nee dans le XIX® Cahier du Journal de I’lScole Polytechnique \^voir la 
formule (c), p. 076], se deduit aisement, ainsi que M. Ostrogradsky 
en a fait la rcmarque, de I’equation 


(68) 



f(<^) - f(o) 

a 


integree par rapport a la quantite a. On pourrait au reste etablir I’e- 
quation (66), aussi bien que la formule dont il s’agit, a I’aide de la 
theorie des integrales singulieres. 

L’equation (62) subsiste seulement pour les valeurs de x comprises 
entre les limites x = Xf^, x = X. Le second membre s’evanouirait si la 
valeur de x devenait inferieuro ou superieure aux deux limites dont il 
s’agit; et il se reduirait a jf(tc), si Ton avait ou a? = X. On 

trouverait, en effet, dans le premier cas, f(oo) = o, et clans les deux 
derniers f(Qo) = f(x). Si Ton prenaita7„:= — co, X = oo, alors on aurait, 
pour des valeurs quelconques de x, 

peo pxt 


ou, ce qui revient au meme, 

j.>(a;) = ■!— r r f — f(fji)c(r/'c/|:i 

2 if 1^0 J-. 

pto poi 

■ I I dr 

\ d 0 d X 


c 0 , 


(70) 
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Ces dernieres fomules peuveiit etre utilcment employees dans I’inle- 
gralion des equations aux differences partielles. 

Si, dans la formule (36), on prenait a — b = \, on tronverail, on 
supposant la variable x renfermee entre les limites .x‘„, X, 

n est facile de verifier directement la formule (71), dans certains cas 
particuliers, par exemple dans ceux oii Ton supposerait (Qr) = 
f(x) = cosn? 

On pourrait encore deduire de la formule (i) une multitude d’equa- 
tions analogues aux formules (27) et (34). Supposons, par exemple, 
les fonctions o(/7, r), yXp,r) aifit) tellement choisies que Ton ait 

? ( o) = o, 1 (p, 0) = o, o {p, cc) “ o, A (). 

Alofs, si Ton prend 

Po-C, /■„ = 0, R=r, .1, 

e 


£ designant un nombre infiniment petit, on tirera de I’equation ( i ) 

j / d[9(&, /■) H- /-r ,, , / — I 

I *^o 

(72) / — j jjr /L? (c, /•) + v'^-- 1 'lie, r) I dr 

1 ^0 



1 J, 

Si raaintenant on suppose 

( 73 ) /( 0 = f\~‘ 

et si Ton fait, pour abreger. 


\P' j) V'- 1 X ip, ■- ) dp. 




\’{p)dp, 
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on tirera de requation (72), par des raisonnements semblables a ceu>c 
qiie nous avons employes pour etablir la formule (27), 


9.(B 4-xlv/— »)-'o ^ 




' + v/— I xic, 7')] 


3 ( B 4 - \/ — I ) 


dr 


-[?(c,r)+7-l-x'c,r)] 2 j’( ^j_) clr dp.. 


La formule (75) subsiste, comme la formule (27), pour des valeurs 
de iv comprises entre les limites .r„, X. Le second membre deviendrait 
egal a zero, si la variable a; etait situee hors des limites x^, X, et a 
t l’(.r), si I’on avail x = x^ 011 x = X. 

.Te terminerai cet Article en observant que [’on deduirait imraecliate- 
ment la formule (1) de I’equation identique 


(76) 




dans laquellc i ~ fo{p,r) sj — \ yXp,r), si Ton integrait les deux 
membres de cette equation par rapport a la variable/), entre les limites 
f) = /7,|, /; = P, et, par rapport a la variable r, entre les limites r = r„, 
r ^ U. Alors, pour determiner A, il suffirait de remplacer chaque inte- 
grate relative a rpar sa valeur principale, et de recourir a la tlieorie 
des integrales singulieres. Au reste, les applications que nous avons 
faites ci-dessus de la formule (t) n’exigent pas que Ton calcule la 
valeur de A, puisqu’elles sc rapporlent au cas dans lequel on a simple- 
ment A = o. 
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Soit f{cc,a) une fonction quelconque de x et de a. Soicnt, d’ail- 
leurs, X deux valeurs reelles de la variable x. Si Ton pose 


(I) 



A, 


on en conclura generalement, a Taide de la dilFerontiation sous le 


signe / , 
(2) 


I 


'd’‘f{x,a) d'^A 
da'^ 


n designant un nombre entier quelconque. Neanmoins, si la fonc- 
tion/(a;, a) devient infinie pour une valeur de a; renferraoe entre les 
limites x^, X des integrates comprises dans les formules (i) et (2), et 
si, afin de lever toute incertitude sur revaluation de ces integrates, 
qul seront le plus souvent indeterminees, on reduit chacunc d’olles a 
sa valeur principale, I’equation (2) pourra dcvenir inexacte. Mais, 
pour trouver la cause de cette inexactitude et fournir les moyens d’y 
remedier, il suffira, comme nous I’avons observe dans le XIX® Cahier 
du Journal de I’Ecole royale Poly technique, de substituer a I’integrale 


( 3 ) 



dx 


la somme dont la valeur principale est la limite. 
Supposons, pour fixer les idees, 


(4) 


tXf ■ CL 


.a?o = o, 
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a designant une quantite positive et inferieure a Tunite. Les equa- 
tions (i) et ( 2 ) se reduiront aux suivantes 


( 5 ) 


( 6 ) 




dx 

X — a 


.C 


dx 


Jo — 



I 

~~ 77773 “ 




j 



. n 


(lont la derniere deviendra inexacte, si I’oii prend pour n un nombre 
ioipah, puisquc alors 1 integrale comprise dans le premier membre 
aura une valeur infinie. Mais, pour obtenir la correction que devra 
subir, dans cette hypothese, la formule (6), il suftira de presenter 
I’equation (5) sous la forme 


( 7 ) 


Jo ■« — « V a 


£ designant un nombre infiniment petit. Alors, en effectuant n diffe- 
rontiafions relatives a la quantite a, on trouvera 


/ /-i, ft — E 


d" 


X — a 


d" 


(8) 


dx ■ 


X — a 


• I .2.3. ..(/? — i) 


da'^ 


dx 


=- 4)1 


d'^] 


da'^ 


On aura done generalement 




( 9 ) 


X — a. 


d^l 


dx : 


I — a 




+ 1.2 




pourvu que Ton reduise I’integrale 




(lO) 


X — a 


da'^ 


dx 


a sa valeur principale. Si, dans la formule (9), on attribue au nombre 

OEwres deC. — S.\l,t. VII. 


21 
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entier n une valeur paire, on retrouvera precisement I’cquation (G). 
Mais, SI Fon prond pour ti un nombi’o impair^ la mcnic foimu.lt' don- 
nera 



I . 2 . 3 ...(/?• 




ce qui est exact. 
Supposons encore 


( 12 ) 


<:r 




F(ic- 


, y b, z c, . . .) 


df dz . 


jj, Y designant deux fonctions de la variable x; 7. deux fonctions 
des variables x, y; et F(x,y,z, ...) une fonction liomogeno dc! 
X, y, z, ... dont le degre soit inferieur d’une unite au nombro m des 
variables x, y, z, Concevons d’ailleurs quo le systeme ties valeurs 

(i3) x = a, y = b, z = c, 


soit un de ceux que les valuables x, y, z, ... peuvcnt prendre (mi 
demeurant comprises entre les limites 

{i4) X — Xo, x = X; y=yo, r = Y: z = Zo, z = Z; .... 


Dans cette hypotliese, I’equation (i), reduite a la forme 


(i5) 



f(x,y,z, ...) 


F(x- 


,y-b,z — c, ...) 


dx dydz .. . , 


pourra s’ecrire comme il suit : 


i{x,y,z,...) 


(16) 




dxdydz,.. 


Soit maintenant A la difference entre les deux valeurs que prend I’in- 
tegrale (12), quand on y pose successivement x = a-\-z, x — a — 
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En differentiant I’equation (i6) par rapport a la quantile a, et faisant, 
pour abregcr, 

F(a; — a, j— 6,3 — c, ...)’ 

on trouvcra 


[ dA r'‘ f '- 

da - X 1, 


. . ,) dx dy dz, . . 

\ \ .Y Z 



-/■ I 

. . dx dy dz , . . — A, 

On aura done 





.') dx dy dz . . . — 

pourvu que Ton reduise I’integrale multiple 

fff- 

— Use V ^ 

• 

.) dx dy dz. . . 


a sa valeur principale. 

II ne reste plus qu’a determiner la valeur de la difference repre- 
sentee par A. Or, soil S un nombre infmiment petit qui varie avec s, 
et admettons que, S etant considere comme un infmiment petit du 
premier ordre, t soil d’un ordre plus eleve. Le rapport 

. £ 

(3l) § 


s’evanouira en m6me temps que S. Soient d ailleurs V, Wdes quantiles 
qui ne soient pas toutes comprises entre les limites — i, -4- 1 . Comme 
I’expression 


f(a-^ia,6-t-Va,c4-W6, 


(( a — iS, b -h Vd, c -h W d, 
F(-tA,V3, VVd, ...) 


deviendra rigoureusement nulle, si Ton suppose i — o, elle sera sen- 
siblement nulle, des que I’on prendra pour i une quantite infmiment 
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petite d’un ordre suffisamment eleve; et par consequent on poiirra 
etablir entre les deux facteurs 8 et i du produit 

(23) s — id 


une relation telle que I’expression 

I , . f(a + e, j,-s, ■■■) f(a — s,,y, . . . ) 

Y{t,y-~b,z — c, ...) F.(— z,y — b,z — a, '.T.) 


s’evanouisse a tres peu pres pour toutes les valeurs de j — h, z — e, . . . 
non comprises entre les deux limites — o, +8. Cette condition etant 
supposee remplie, il est clair que la quantite A differera trfes pen de 
I’integrale singuliere 


(20) 


j ^b-h-Q + O I— 

b—0 ^c — o L 


i{a + E.,y,s, ■ ■ ■) f(« — £, y, s, ■ ■ .) 

^{.t,y-b,z — c, ...) F(—e,y—b,z~c',:':Vj 


dv dz 


Done, si Ton fait, pour plus de commodite. 


( 26 ) y — b + E(’, zzze + zw, 

# 

etsi Ton observe que la fonction homogene Y{x,y,z, ...), etant par 
hypothese du degre m — i, verifie I’^uation 

(27) F(±£,£(J,£«-, ...) = 5 ®-‘F(±I, V,iV, . . .), 

on trouvera sans erreur sensible 


0 0 


(28) A=r f ■■■r f(<^+g.^ + £r,c+ew',...) f(a — e, -i-se, c-t-sw, ...)' 

L F(i, .) F(— i,V, Sr7.-;y 


dpdw. . , . 


En reduisant z a zero dans la formule qui precede, et en faisant, pour 
abreger. 


n oo r- 

...r_ — L___ 

„ LE(i,r, 




E(— I, p, VP, . ~)_ 


dv dw . . 


— b, c, . , 


on en conclura 
(3o) 
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Par suite, I’equation (19) donnera 

o s ^)P 

Jy, X* " ■ ■ ■) • •- >^f(«, b,C,.. .). 

Si la function P etait determinee, non par la formule (17), mais par 
celle-ci 


(33) P = 

X, [/,, V designant des quantites constantes, alors, en posant 
(33) / = /-» -H y 6 

et raisonnant toujours de la meme maniere, on trouverait, a la place 
des equations (3o) et (3i), 

(^^) ^ = l^-v. ■ .kf{a, b, c, . . .), 

dA r)p 

(35) =J j I ■■■-^t{^,y,s,...)dxdydz...-(j.v...kt{a,b,c,...). 

* Xo *■ -0 

Si les valeurs x = a, y = h, z —c, ... cessaient d’etre renfermees 
entre les liinites = a.-„, a-- = X; 7 =y„ 7 = Y; s = 5 = Z; . . . 

ou, si la fonction homogcne F(x, 7, s, . . .) etait d’un degre inferieur a 
m — i, la dillerence rcpresentee par A dans les formules precedentes 
disparaitrait on s’evanouirait; et Ton aurait simplement 

(36) X X 

Si, au contraire, la fonction homogene F(a7,7, s, . . .) etait d’un 
degre superieur a m — i, la quantite A deviendrait generalement 
infinie en memo temps que I’integrale (aS); et par consequent I’equa- 
tion (19) donnerait, pour des valeurs de a, b, c , renfermees entre 
les limites a? = a;,, a? = X; 7=70, 7 = Y; s = z^, z = Z; 
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Nous obsorvorons encore (jue> si 1 on differentie In valeur do A detei- 
minee par I’equation (i6), non plus par rapport a la quantite a, mais 
par rapport a Fune des quantites b, c, ..•> on trouveia simpltnicnt, 
et quel que soit le degre de la fonction homogene F {x, y, z, . . .), 


( 38 ) 


dA 
db " 

.X 

*^ro 

db 

dc 

-fff- 

•^ro 

dc 




. . .) dx dy d:i . , 

. . .) dx dy dz . . . ^ 


pourvu que, dans revaluation des seconds membres des formules (38), 
chacune des integrates relatives a x soit reduite a sa valeur principale. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d’eta- 
blir, supposons 



m designant toujours le nombre des variables ... et pi, v, ... 

des quantites constantes. Si I’on fait, pour abreger. 



et, comme Fexpression 
( 43 ) . 


m 


■1 
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cst une fonction homogene du degre m—i, on tirera des formules (36) 
e(, (38) 


d?> 

■cJ«“X I X ■■ 

^0 JO *^0 

■fSi->y>^,- 

. ) dx dy dz 

SI 

II 


.) dxdy dz 

mss:- 

■—nx,y,z,.. 

. ) dx dy dz 


On trouvera d’ailleurs 

in — 9 . 


da ' 


- 2 


^ — , ( r — 


2 j ^ 


y—b 


( 45 ) 




[(- 




dK __ in — 2 
Jc v‘^ 


H- 


z — c 


■r 


■a ? — a y ^ f y—b 


: — C 


-T 


et, com me I’expression 
( 46 ) 




m — 2 


sera une fonction homogfeno du degre m — i, on aura encore, en vertu 
des formules (35) et (38), 


( 47 ) 


f)A 

da 

m 

dd 

dc 


X 


-US 

-as. 


da^ 


2 •••) dxdy b, c, ...)> 


^^’0 *^r0 

.1C ^ 

db^ 


f{x,y, s , ...) dxdydz. . 


^•^0 

,X /,Y /,Z 


^ JV. ^ X n 

•/y, ‘'io 




i(_x,y,z,...')dxdydz 
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pourvu (JU 6 , dans Igs seconds menibres des eejuations ^ 47 )* 1 em- 

place chaque integrale relative a x par sa valeur principale. Ajoutons 
que la constante k sera daerminee par la formule ( 29 ), dans laquelle 
on devra substituer a Y{x, y, z, ...) I’expression (46). On aura done 


2 ( m 


cU> dix* . . 


,4S, .=^/7-.. 

Si maintenant on observe qu’on a, pour des valeurs positives de n et 
de /, 

( 49 ) f s^-^e-^^ds 


(50) 

et, par suite, 

(51) 


I 


i>)/ 


/ m\ 

\2 J 


T{n) 

i"' ’ 

^ n-X 

j 


..y T 

on tirera de I’equation (49) 

( 52 ) k = c r ... r gi 

puis, en ayant egard a la formule 

00 ^00 

(53) / e-^'’^dv—l e-^'dw — ...— . 

d — 00 «/ _ 00 

on trouvera definitivement 




) dv dw . . . ds ; 


(54) 


m—X 

^_ 2(m-2)7r ^ aj"*- 

Jo 


'IT 


s ^e~‘ds-- 


V 2 j 


IT 


(?) 


En d autres termes, on aura, pour des valeurs paires du nombre en- 
tier m. 
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ot, pour dcs valeurs impaires dc m. 


(5G) 


m — X 

2 ( /n — 2 ) TC ^ 
^3 m — 2 ^ 
2 2 2 ' 


(lonccvons maiatcnant quo Ton differentie la premiere des equa- 
tions (/(.')) par rapport ii la quantile a, la seconde par rapport a b, la 
troisienie par rapport ii c, puis, qu’on ajoute ces memes equations 
ainsi d i Horen ti ces, apres les avoir respectivement miiltipliees par les 
lactcurs p.-, v*, — On trouvera 


(r.7) 




dm 

()c^ 


Cola pose, on tirera des equations ( 47 ) et (54) 


ca) 


. PB 
db 



2 (to — 2)71% , , 

r I 

\ 2 / 


puis on on conclura, en ayant egard aux formules (4o), 


(5q) — 




2{m — 2)71^ 


X/JLV. . . f(a, C, . . .). 


En consequence, la valeur de S, determin4e par la formule (Sp), veri- 
tiera, pour dcs valours paires de m, I’equation aux differences par- 
ti dies 


( 60 ) 


db'^ 


v-* 


d^S 

dc^ 


- 1 -. 


2(m — 2)71“ 

m — 2 
[.2.3. . . 


Apv. . .f(«, b,c, . ..), 


et, pour des valeurs impaires de m, I’equation 


(PS 




d^S ,d“S 


dc-'^ 


2 2 2 


Les Equations, ( 60 ) et ( 61 ) supposent, comme la premise des for- 

OEuvres d& C. — S. II, t. Vll. 


22 



(66) S 
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mules (47), que les valeurs x =■ a, y — h, z ~ c, ... sont renfermecs 
eiitre les limites des integrations indiquees dans la formule (3())' Si le 
contraire arrivait, il faudrait, a la premifere dcs formiiles (47), substi- 
tuer I’equation 







. . .) dx dy dz . . . . 


et Ton aurait, par suite, 


(63) 


da'- 




< 1^8 

db-^ 


,d^ 

dc^ 


II ne sera pas inutile de remarquer que Tune dcs equations (59) on 
(63) serait encore verifiee si la valeur de S etait donnee, non par la 
formule (89) ou (4^), mais par la suivante 


(64) 





. . . ) dx dy dz 


7 


Q designantune fonction qui renfermerait, avec x, y, z, les quantites 
a, h, c, ... et qui serait du premier degre seulement par rapport a clia- 
cune de ces quantites. Si Ton supposait, en particulier, 

(65) Q = -I el 


on tirerait de I’equation (64) reunie a la formule (4i) 



puis, en prenant m — 2, 



y)dxdy. 


(67) 
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Alors aussi Tequation (Sq) donnera 


(f,8) 




land is que I’equatioii (63) deviendra 


(<>9) 


,()iS _ 
<)&2 — °- 


Done la valeur de S, determinee par la formule ( 67 ), verific I’equa- 
tion ( 68 ) lorsquo les quantiles a, b representent des valeurs de cc et 
dc; y comprises entre les limites x x„, x-X-, y = y„, j — Y; et 
I’equation ( 69 ), dans lo cas contraire. 

Lorsqu’on suppose m = 3, la valeur de S, donnee par la for- 
mulc ( 39 ), se reduit a 


. X Y 


(70) S = 


Li 


Hx, y, z) 


a: — a 


r-bV 


/ \ 

Alors aussi Ton tire des formules (54) et (Sq) 




dx dy dz. 


(70 

( 73 ) 


k-. 


1- 
1 ' 


6>*S 


tandis que la formule (63) devient 


(73) 


^ ,,d=S , 

^ dai 


dh^ 


d-i 

dc^- 


On deduit aisemont des principes que nous venous d’exposer une 
des propri 6 t 6 s les plus remarquables de I’integrale triple qui sert a la 
determination des composantes rectangulaires de I’attraction exercee 
par une masse quelconque M sur un point materiel pris au dedans ou 
au dehors de cette masse. En effet, soient a, b, cles coordonnees rec- 
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tangulaires du point materiel dont il s’agit; ce, y, z celles d’un point 
quelconque de la masse M; i(oc,y, z) la densite de M an point (cc',y, z), 
et 

( 74 ) r = \J(a;—ay-+-{y—by-h{z — c)^ 

la distance respective des deux points (iv,y, z) et (a, h, c). Designons, 
en outre, par Aa?, Aj, A:: des accroissements tres petits attribues aux 
variables x, y, s, par m un element de masse renferme entre six plans 
menes parallelement aux plans coordonnes par les points (x,y, ,s), 
(x-hAx, y-{-Ay, z-hAz); et supposons la masse M terminee par 
deux plans perpendiculaires a I’axe des a?, deux surfaces cylindriquos 
perpendiculaires au plan des x,y et deux surfaces courbes dont les 
equations soient respectivement 

(75) = a^ = X; y = fo, r = Y; ^z=Z. 

On aura, sans erreur sensible, 

{76) m = {(a;,y,s)Aa;AyAs; 

et, si Ton nomme X I’attraction qu’exerceraient Tune sur I’autre deux 
masses representees par I’unite, et placees a I’unite de distance, 

Am X ^ ^ 

sera la force acceleratrice qui mesurera rattraction exercec par la 1110- 
lecule m sur le point {a, b, c) place a la distance r de cette molecule. 
De plus, comme le rayon vecteur r, mene du point (a, h, c) au point 
{x,'y,z), formera evidemment, avec les demi-axes des coordonnees 
positives, des angles qui auront pour cosinus les trois rapports 

(78) y — ^ dr z — c dr 

'• da r db’ ~T~ W 

les projections algebriques de la force acceleratrice dont il s’agit sur 
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les memes axes se retrouveront representees par les trois produits 


(79) 


i ^ f (•*’ -) Aa; A/ As = 

1 {{x,y, s) Aa; ^y As = 

[ ^ y, =) Aa; A/ As = 



f(a:, y, s) AasAjAs, 



J', -) AasAjAs, 


f{a;, j, s) ^.x Aj As. 


Done, si Ton nomme A, B, C les projections algebriques de la force 
acceleratrico qui raesure I’attraction exercee par la masse M sur le 
point (a, h, c), on aura 


(8o) 




dS 

dc’ 


la valeur do S etant donnee par la formule 


(BO 



li{x, y,s) 
r 


dx dy dz. 


Or, la valour precedente de S, etant celle que fournit I’equation (70), 
quand on suppose A = p, = v, verifiera necessairement Tune des equa- 
tions (72) ou (73), reduites, par cette supposition, aux deux for- 
mules 


(83) 

(83) 


d®S 

da“ 


d“S d=S_ 


47tX f(a, by c), 


(?-S __ 

dc^ ^ 


savoir, la formule (82), si le point (a, b, c) est situe au dehors de la 
masse M, et la formule (83) dans le cas contraire. En d’autres termes, 
on aura, dans le premier cas. 


( 84 ) 


^ + ^-t-^=-47rXf(a, b,c) 
da db dc 
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et, dans le second, 
( 85 ) 


da db dc 


L’equation (83) etait connue depuis longtemps. Quant a I’equa- 
tion (' 82 ), M. Poisson I’a demontree dans le Bulletin de la Socicte 
pliihmathique de decembre i8i3; et M. Ostrogradsky a remarquo, le 
premier, qu’elle pouvait se deduire des principes que j’avais etablis 
relativeinent a la differentiation sous le signe j dans le XIX® Cahier 
du Journal de VEcole Royale Poly technique. 

Toutce qui a ete dit ci-dessus montre comment on doit modifier la 
formule ( 2 ), dans le cas oil la fonction a) devicnt infinic pour 
w — a. II serait egalement facile de trouver la correction que devrait 
subir cette formule, si la fonction f(^x,a), ou Tune des fonctions 
derivees 

df{ce, a) a) d^fj.T, a) 

da ’ da- ’ dcP ’ 


devenait discontinue pour x = a, en conservant neanmoins une valeur 
finie. Supposons, pour fixer les idees. 


(86) 


f{x, a) = f(d?). 


c designant une quantile constante. Dans cette hypolhese, la fonction 
derivee 


(87) 


da 


“ c 


w 


— a)' 


QC\J{x-a)^ f(^) 


deviendra discontinue pour = en passant brusquement de la va- 
leur — f(a) a la valeur h- f(a). De plus, on trouvera generalement 


( 88 ) 


d’^fjx, a) 
da’^ 


„r x — a 




et 1 on aura, en consequence : 1 “ pour des valeurs paircs de n, 


d"’f{x, a) 
da^ 




(89) 
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2“ pour ties valours impaires de n, 

a) 


((P) 






X — a 


— aY 




(J’ou il resuUe que les dcn*ivecs d’ordre impair de f{x,a), prises par 
rapport a la quaotitc a, oHriront toutes, pour x = a, une solution de 
(U)nliruiite. Cada pose, si Ton fait 


(90 


A, ‘r;: ( /(,r, Cl) dx f(^) dx, 

T,. 


ot, si Ton suppose la valour de a comprise outre les limites X, la 
Ibrmulo (2) doviondra inexacte, des que Ton aura 7 j> i. Mais, pour 
corriger cotto formule, il suffira de recourir aux considerations que 
nous aliens indiquor. 

L’oquation (91) peut s’ecrire comme il suit : 

Or, si I’on diHorontic la formule (92) plusieurs fois de suite par rap- 
port a la quantite a, on en tirera 

f l'(x)dx- I dx, 

da Ja „ 

:z; r f(i») dx •+• ( f(x) dx + 1 C f(a), 

hl'^ Ja 


d'^A 
d(7“ 

<93) ( d-’A. 

da" 


d*A 

da‘ 


_ f g3gtr(a-a!) „ I C3gc(a;-a) 4- a C f («), 

•d.r, ' 

= f ftO'O -t- f 

Jx„ 


ix-a) dx + 3C f (a) H- 2p i{a), 


On aura done 


d_A 

da 


-f. 


x-^a 

\1(X- - a,)- 


gcv/(*-o)‘ f(.r) dx, 


( 94 ) 
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de sorte que la formule (2) sera verifiee pour n = \. Mais, en suppo- 
sant 72 > I , on trouvera 


f 55 ^ = f\n r ^ . J L- V f(^) dx + A, 

ou, ce qui revient au meme, 


(96) 


Oa" I 


da'‘ 


la valeur de A etant donnee par I’equation 

{97) A = 2c[D''“®) (a) H- (a) + (a) -1- . . .], 

dans laquelle la suite 

(98) c2f(«-‘)(«), c‘f(«-«)(a), ... 

s’arrete au terme qui renferme Tune des deux functions f(a), t\(a). 
Dans le cas particulier ou les functions 

f(2r), f(2C), ..., fW(^;) 

s’evanouissent pour x = a, les valeurs de 


d“A D*A (l‘A 

da® ’ da^ ’ da* ’ ' ’ ’ da'"'+-® ’ 


tirees de I’equation (95), se reduisent a celles que fournirait I’equa- 
tion (2). 
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LES FONCTIONS RECIPROQUES. 


Soil. ,r uno variable roellc et positive, ct {(x) une fonction quel- 
con<nu( do cette variable. 11 rcsulte des formules (09) et(6o)(p. i55), 
donnees pour la premiere fois par M. Fourier, que, si Ton suppose 


(') 9G^') = 

on aura reciproquement 

(■.^) rW:: 

e( ([lie, si Ton suppose 

( 3 ) 

on aura reeiproquoinent 

( 4 ) 


3 \“ r” 

-j jf cosr^ 

-- / cosrx o(r)d/‘; 

1 

; ( ) / sin /'.'Z* !’(/•)<://•, 

\^/ Jo 




On voit done ici so raanifester une loi de reciprocite : 1° entre les fonc- 
(ions fet o; 2“ entre les fonctions f et de telle sorte que chacune 
des Equations (i) et (3) subsiste quand on echange entre elles les fone- 
tions (’ et 9, ou f ct C’estpour cette raison que, dans le Bulletin de la 
Sociele philomathique d’aout 1817, j’ai designe les fonctions f(a?), 9(3?) 
sous le nom de fonctions reciproques depremiire espdee, et les fonctions 
|’(.a:?), ^(.r) sous le nom de fonctions rdciproques de seconde espece. Ges 
deux espfecesde fonctions peuvent fitre, ainsi que les formules citees 
de M. Fourier, employees avec avantage dans la solution d’un grand 

CSEuvras di C. — S. 11, t. Vll. 
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nombre de problemes, et jouisseiit de proprietes importantes que je 
vais rappeler en peu de mots. 

D’abord, en differentiant plusieurs fois de suite par rapport a /r I’e- 
quation (i ), on reconnaitfacilement que, si 

cp(x) et fix) 

sont deux fonctions reciproques de premiere espece, 

et 

seront encore deux fonctions reciproques de premibre espece, et qu’il 
en sera de meme des fonctions 

(p^''’ix) et r(^)> 

et -—x^f(x), 

(p(-")[x) et i)"’x^'^ fix). 

Au contraire 

<f'ix) et ^fix), 

fix) et —x^'fix), 

* * ? 

seront des fonctions reciproques de seconde espece. On arriverait ii 
des conclusions analogues en differentiant plusieurs fois de suite, par 
rapport a a;, les deux membres de I’equation (3). 

De meme, en designant par A une constante reelle, on reconnaitra 
sans peine que, si 

?(^) et fix) 

sont deux fonctions reciproques de premiere espece, la function 
aura pour reciproque de premiere espece 

-4- — /f)-~] 


2 
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tandis quo la fouctiou 

sin/i a: 

aura pour rdciproquc de seconde espeee 

+ A-)^] _ 

2 

On pent ol)scrver oucoro quo, s[f(cc) et^r (a?) sont deux fonctions reci- 
pi'cxjucs do prcuniero ou dc seconde cspece, o,f(oc) et ciy^ (x') seront 
re(‘ipro([ues do memo especc, a etantune constante prise a volonte. 
Eorsqu’on [)osc 

(5) I’ (.r) 

a e(:/« dosignant deux constantes positives, on tire des equations (i5) 
do la page i/p) 

cos rx dr ~ — cosfw arctang-y 

1? ( nt ') ( x'\ 

‘ 6'"'"' sin/■a?^//• ~ — - — — sinf ware tang- J- 



Or, d(' cos dcruieres forinulcs, comparees aux equations (i) et (3), il 
rdsultc dvidouiuicat que la fbnetion (5) a pour reciproque de premiere 
ospeco 


(7) 9(a0 


•0 

TT/ 




X 


cos m arc tang - 


(a — x\J — i) {a X \/ — i )" 


T{m) 


et, pour reciproque de seconde espeee, 


(8) 


r(.n) 




m arc tang 


f)=0) 




■x\/ — i) (a+ 


'■f 


-r(OT) 


Par suite, eu prenant pour b une constante rbelle, on conclura sans 
peine, des retnarques prdebdemmentfaites, que la fonction 

(’(iP) e~“*cos&a; 


(9) 
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a pour reciproque de premiere espece 

tandis quo la fonction 

( 1 1 ) (’(a?) = sia hx 

a pour reciproque de seconde espece 

(12) 'i {x} = ( ^ [a~{b+x)\J — i] i] — [ a— ( / ;— x )/ i] — ['’'+ ( ^ 

Dans le cas particulier oil I’on prend m= i, la fonction (5), reduite a 
la forme 


+\a—(h~x)\/ —i'\ (/>—.<■)/— tj 


(i3) |’(a,-) = e-“^ 

a pour reciproque de premiere espece 


(*4) 


1 



a 

x^-\- or' 


et pour reciproque de seconde espece 


(i5) 



® X 

«*-+- a* 


Concevons maintenant que, dans I’equation (33) de la page io4 du 
premier Volume (*), on pose successivement 


/(^) = 


f{a;) 

F(^) 




/(^) = 


f(— ■^) 

F(— ,») 


gravZ-i 


designant une fraction rationnelle. On en tirera, en echangeant 
entre elles les variables x et r, 


(i6) 


•^-"F(r) V ((F(r))) 


I ‘ }U 

!’(/;,) 


- r(7?2) 


(2) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. i35. 
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t8t 


ot 

(17) 


f — 2 7i:y'— I (' 


F(-r) 

ou, ce qui revient au meme 
(18) 


f( — r) 

■0 (( F(- /■))) ’ 


r fw .-/rj * = „ ^/:r; -^r* - 


((F(-r))) 


De plus, on conclura des formules(i6) et (18), combinees entre elles 
par voie d’ addition et de soustraction, 


/ CO,,-. * = . J , 


,voc ^—1 


(19) 


r^.mr.dr: 


rf(r) f(-/-) 


F(-r)J" ’ 


(20) 


_»^o lP{r) 

ou, ce qui revient au meme, 

Or il resulte evidemment des equations precedentes que la fonction 

f(^) ^ f(-^) 


(21) 


/(^) 


F(.r) r(— 


a pour reciproque de premiere espece 

tandis que la fonction 

_ f(;r) f(-^) 

(23) X(^) — F(— a;) 

a pour reciproque de seconde espbce 
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Concevons enfin que Ton prenne 

( 20 ) /(X)—^"^. 

L’equation (iS) de la page 56 du premier Volume (') donnera 

(26) e ^cosrxdx=:^^~ e 

Par consequent la fonction (16) se confond avec sa reciproque de pre- 
miere espece. II est aise d’en conclure que la fonction 

— £! 

(27) f{x)=2e ^Q,o%kx 
a pour reciproque de premiere espece 

(28) ^ J. 


Les principaux usages auxquels on peut employer les functions reci- 
proques, ou les formules de M. Fourier deja citees, sont ceux dont nous 
aliens faire mention. 

Premierement elles servent a la determination des integrales deti- 
nies. Ainsi, par exemple, en prenant pour f{x) la fonction ( 5 ), on 
tirera des equations (2), (7) et (8) 



cos/*^ dr = 


sin rx dr = 


« 

2 !(///} ’ 


TT 


— ... fy’-ax * 

2 V{m)^ ^ ’ 


puis on conclura des formules (29), combinees entre elles par voie 
d’addition et de soustraction. 


(30) 

(31) 



271 

e™ dr 




( 1 ) aEmrea de Cemehy, S. H, T. VI, p. 77. 
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Ajoutons que, si I’on differentie les formules (29), (3o) ou (3i) par 
rapport a I’linc des quantites x ou to, ou par rapport a toutes les deux, 
on en deduira de nouvelles equations dignes de remarque. Ainsi, par 
excinplc, en designant par n un nombre entier quelconque, on trou- 
vera 


(32) 


i: 


(a-- 

' i ' -pTl prvQ I 

( n% \ 

rx] 

V 2 J 


rc 



2 ’ 

\ cLt' — 

2 T(m) 

dx^^ 


.. — 1 -> 1 A-,.. ytt cin 1 

f’ll ^ J 


TT 



/ Oil! 1 

2 \j— t 

n / X 

\ 2 J 

1 64/ 

2 r(7?i) 

dx^ 


puis, on ayant egard a la formule (25) de la page 6r du premier 
Volume ( * ), on tirera des equations (3o) et (3i) 


dr 


(33) 


) f dr — 0 


r(TO) 


Q- 


X- 


■cts — C — 1(^) 




(1 designant la constante dont Euler fait mention a la page 444 de son 
Calcul (liffircntiel, ct dont la valeur approchee est 0,577216 

J’ai donnc les formules (29) au commencement de i8i5, dans un 
Meuioiro oil dies etaient appliquees a la conversion des differences 
finies des puissances positives en integrates definies. On pent, au 
reste, opercr cetto conversion en s’appuyant ou sur la formule (3o), 
ou sur line autre qui s’accorde avec elle, et qui a ete donnee par 
M. Laplace. 

Lorsque, dans les Equations (29), on pose to = i, on obtient les for- 
mules 


(34) 



COSra? 


adx 
aP' -h r'^ 


TT 

2 




f 


s>inrx 


r dx 



qui ont ete donnees par M. Laplace, et qui se trouvent comprises Tune 
et I’autre dans les equations ( 20). 


(1) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 83. 
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Les fonctions reciproques peuvent encore servir a transformer Ics 
intesrales aux differences finies, et les sommes des series, quand la 
loi de leurs termes est connue, en integrales definies ordinaires. En 
effet, si Ton pose Lx — h, ct si Ton designe par Xf,, X deux valeurs 
de X tellement choisies que la difference X — x^^ soit un multiple de h, 
on aura, en vertu des equations (2) et ( 4 ), 

X 

( 33 ) 

et 

X 

(36) 

a'o 

De nieme, si Ton represente par z une variable comprise entre les 
limites —1, h-i, et par a une quantite constante, on deduira sans 
peine de I’equation (2) on ( 3 ) les sommes des series 

(3;) l'(o), -f(0, -^t’(2), 5»t’(3), ... 

et 



(3S) (’(o), 5f(a), s^({ 2 ix), z^i'(3c(), 

On trouvera, par exemple, en considerant la seeonde de ces deux series. 


(39) 


et 


f(o)+5f(a) + sSf’(2a)+... 


1 



14 - - cosar + ^^COSQar + . . .) cp(/-) dr 


(4o) 


:f(«) ■ 


(-:)T 


sin cLv z- sin 2 a/* 4 -. . .) (]^(/’) dr. 
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On a d’ailleurs, en supposant < i , 


/ (i + 5 cosocr cos 2 o£ /• -i- . . .) + (s sin a/' 4 - -- sin 2 «r +. . .) y — i 

I . . 

(40 = ^ — == = ! 

I i — ze^’W 1 I — 3 cos a/- — ^ sin ary/— i 

[ I — ^ COS ar -crsinar ^ 

^ i — 2JS cosa/- 4 - I — 2^ cosar -h ^ ’ 

et par suite 


(42) 


I + ^ cosar H- ^^cosaa/'-f-. . .= 
sin ar -t- sin2ar -h. . . 


j cosa/* 


: ) 


1 — 2 ^ cosar 
sinar 

I — 2 -s cosar + ^ 


Cela pose, on conclura des formules ( 89 ) et (4o) 


(43) ((.)+. f(.) + ((.«)+„.= * 


et 


(44) 


1 . 

\ 0 „/ \ /*“ 5sin(3c/- 

(a)4-5^f(2o:)4-...= -) / ;d((7- 

\nj J I — 25 cosa/- 4- 


)dr. 


Si, dans I’equation (44)) on reduit 5 a I’unite, on trouvera 

1 

(45) f(a)4- r(2a)4-.-..=:(^^^- jf ^{r)cot^dr. 

Ainsi, la sommation de la seric 

(46) f(«), f(2«), f(3a), ... 

se ti’ouve ramenee a revaluation de I’integrale definie 

(47) jT >1'(^) col ^o?r. 

A la verite, cette integrale a une valeur generale indeterminee, attendu 
que la fonction sous le signe J " devient infinie, avec le facteur cot^j 


OEuvres de C . — S. II, t. VII. 


24 
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pour toutes les valours do /-propres a verifier I’equation 


(48) 


. ar 

Sin — =0, 
2 


et, par consequent, pour les valeurs de r de la forme 
(49) 


2 /^7^ 


n etant un nombre entier qiielconquc. Mais il est fiicile de s’assurcr, 
comme on le verra ci-apres, que, dans Tequation (45), I’integralc dont 
il s’agit doit etre reduite a sa valour principale. 

Si Ton prend 

(5o) ^ = 

£ designant un nombre infiniment petit, on trouvera 


[ — s cosar 


(5i) { 


1 — 25 cosar 2 

I 

2 




2 I — 25 cos a r- 


I — 


(i — £) (^2 sin-™) 


: sinar 


I — 25 cosar -H 




£- -|_ 
sinar 




/ . ar \ - 

sm-j 


Par suite, si Ton a egard a la formule 

1 

(^ 2 ) f(o)=z:/^-^ f c^{r)d/\ 

V'^/ Jo 

on tirera des equations (43) et (44) 

,1 

(53) ^ f(o)+ f(a) + f( 2 a) = 


3 9(r) dr 


(54) 


f(a) -<-f(2a)4-...; 




e^"+- (r — e) ^2 sin 
tj^(r) sinar <ir 


ar 


(i — e) ( 2 sin 


ary 
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De plus, si Ton designe par o un nombre qui s’evanouisse avec s., on 
aura encore 


(55) 


r 


Eo{ r) dr 


£ 2 _|_ j __ I 2 gjj-j _ 


i 

i. 


■ o(r) dr 


. ar 


£“-l- (i — £) ( 2 sin 


£ 9 (r) dr 
(i _ s) ^2 sin ^ 


E(o( r) dr 

( OC/’ 

g 2 _^ (i 2 sin — 


et 


» 


<^(r) ^mardr 
t-+{i — z) (2 sin— j 


; U -9_. 


iLfr) s]n a r dr 

£2_{^ (i — s) (2 sin ^ 


(56) 


r 


d^fr) sin ar^r 


(i — £) 2 sin 


ar 


6TC _ 

a 


d;(r) sin ar c/r 

' ^ TT . ^ 

£) f 2 sm — 


A et B etant les somines d integrales singulieres que determinent les 



188 


SUR LES FONCTIONS RECIPROQflES. 


equations 



et le signe ^ s’etendant a toutes les valours positives du nombro 
entier n. D’ailleurs, dans chacune des integrales quo rcnferme lo 
second membre do I’equation (55), la fonction sous le signe / est 
le produit des deux facteurs 


C- + (i — s) ( 2 sin 


«/• 


el 9(r) 


dont le premier reste, pour toutes les valeurs de r comprises cntro les 
limites de I’integration, inferieur au rapport 


( 59 ) 


£ 

"vj 

0 - 


(i — s) ( 2 sia 


£ , , . f 2 , CCO \ 


Or ce rapport sera sensiblement mil si, S etant considere comino infi- 


niment petit du premier ordre, on prend pour z unc quantite infiniment 
petite d’un ordre superieur a 2 , par exemple, si Ton suppose 

£ — d'* Oil 


Par consequent, dans cette hypothese, les integrales quo rcnferme h*- 
second membre de la formule (55) seront nulles a tres pen pres, et 
Ton aura, sans erreur sensible, 



£ 9 (r) dF' 


£^+(l~£) 


2 sm 



( 6 o) 


A. 
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Dans la meme hypothese, en prenant 
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r = £s ou 


2 717 l 

r~ \-£S, 

a 


on tirera des formules (Sy) et (58) 


(6l) A: 


o(BS)ds 






2 nr. \ , 

Q { h 

a 


. S i ‘ OCcSV- Jmd I 

I+(l-£) (-sm— j n = ij 


i-H 


s/2 . as.?\ 




(62) B== 


- ^(£5) sina£5<i9 


'I , / 2/2 7 r \ . , 

n=co [ _t4;( \~£s ] Sin ccBs as 


£ * V a 


, . \ /2 . aBsY ^ 

'o H-(i-e)(^-sm— j 


, . /2 . a£.V\- 

H-(I -a) ( - sin — 


2 ^ 


puis, en reduisant £ a zero, '|(£5) a '['(o) = o, et Fintegrale 

<“) 

a sa valeur principale, c’est-a-dire a zero, Ton trouvera definitivement 

nrroo 

ds / 2mi\ r” ds 


(64) 


»>/■ 


I -h 


2/171 

a 


L 


I -f- OC-S’- 

~ n=l 

ou plus simplement 

( 65 ) + 


et 

(66) 


B=24'(^)rT^-=»- 




Faisons mainteifant, pour abreger, — = en sorte qu’on ait 
(67) a^=:2v:. 

II est clair que, pour des valeurs decroissantes de £, les seconds mein- 
bres des formules (55) et (56) convergeront vers deux limites equiva- 
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lentes, la premiere a la quantile 

(68) l9(o)+cp(P) + 9(2p)+... 


la seconde a la valeur principale de I’integrale definie 

, , sinar i r" , , , , , 

( bg) / ^ —dr=- col ■— dr. 

/ einS— ^^0 


Done, la forinule (54) pourra etre remplacee par I’equation (45), ct 
la formule (53) donnera 

1 

( 70 ) - t’(o) "I- l’(^) r(3«) j^-®(o) -t- 9(P) H- Cp(2p) . , 

ou, ce qui revient an meme, 

17') «'[jf(o)+f(«) + f(2a)+...J=:(3^|^i(p(o)-i-9((3)-H®(2(3)-h... . 

Ainsi, I’equation ( 71 ) subsiste entre les fonctions reciproques de pre- 
miere espece, designees par les lettres f et f, toutes les fois que les 
nombres a et ^ verifient la formule ( 67 ). 

Si, dans I’equation ( 71 ), on remplace la fonction f(x) par le produit 

f(4i?) cosSx, 


0 designant une constante reelle, on devra, en vertu d’une remarquo 
precedemment faite, remplacer en meme temps la fonction (p(a;) par la 
demi-somme 



et Ton aura, par suite, pour toutes les valeurs de 0 comprises entre les 
limites 0 , §, 


[_2 ■*” cos0a -t- f(2a) cosaSot -h . . . 

I |r 
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Lorsque, dans les equations (71)6! (73), on pose a = i , ^ se reduit 
a 2u, et Ton trouve 


(74) ir(o)-+- f(l)+ f( 2 ) -h ... = (271)'^ l^^o(o) + 0(27:) + 7 ( 47 :) + ... , 

I ~ f(o) + 1 X 0 COS0 + f( 2 ) COS29 + . . . 

i 

^ [®( 5 ) + 0 ( 27 : — 5)+7(2 7: + 6 ) + o(47r — 5 ) + 7(47r+4)+...]- 

La formule (70) subsiste seulement pour les valeurs de 0 renfermees 
entre les limites o, 27:. Si Ton y remplace Fare 0 par Fare 9 -t-::, on 
en tirera, pour toutes les valeurs de 0 comprises entre les limites —z, 
■+• -n:, 



(76) 


“ f(o) — (Xl) cosf? + (X2) COS 24 — . . . 

.1, 

/ TT \ 

= f- j [7(7: — 5) + 9 (77 + 0) + 7(87: — 9) + 9 (371 + 0)+...]. 


Appliquons maintenant les formules que nous venons de trouver a 
quelques exemples, et d’abord supposons les fonctions |’(a;-), o(x), 
determinees par les equations ( 5 ), (7), (8). Alors on tirera des 
formules ( 45 ), (71) et (78) : en supposant to > i, 


’(a— — i) (a + /-\/ — i) ar 

— — — — - — col — dr 

2 ./— 1 2 


(77) 


r sin arc tan^ 


ar dr 


{a^-+-r^)- 


(e-aa <2m-i g- 2 aa_^ 3 W-.I ^-3aa_|_; ^ \ 

li{m) ^ 


■ I -m , (« — Pv — 0 '"+(«+(3v'— i) (a — 2(3v'^i)'""‘-+-(«-t-’-|3V' — 1)“ 

__ ^ _q_ ~ ^ 


(78), 




4 ~ 


2(34 


3 S 


^ cos ^nzarctang^j cos arc tang cos arc tang 


(a' + ( 3 =')’- 


(a^+ 4 | 35 )^ 


(a= + 9 i 3 =)^ 


2r(Aw) 


[e-aa_|_ 2^-1 3m-l g- 3 aa_^_ 
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— |fl!— ((3— Q)*/— I'l 0)\/ — i j 

2 ^ 

I cos arc tang cos arc tang cos arc tang 

(a^+B^-y [a= + ((3-0)2]^ ([3 + ^ 

(e-““cosSa H- 2 '"--* '‘“cos 2 0a -i- 3“-‘ £-3““ cos30a -h . . .); 

! (/«) ^ 




2 “ En prenant m = i, et ayant egard a la premiere des forinules (4'-j), 


(8o) !' cot^ =71 (6-'®“ + 6--““ + e-^ ““ + ...]= — 


(8i) 


I I 


2a^ <2- -1-4 (3- a^-hg^^ 


a i 


2 a \ 2 


-aoL^. p-laCL^ 


a TT ei^ 


4 <2 I — ^ 2 a (3 iilE — 'iJE 




4-.. . 


a / I 


(B2) ( 


<2 \ 2 


H- 6?"““cos^a4~e“^"“cos2^?a4- 


...) 


I — ^'■ 


2 «:' 7 r 2 rt"rc 

e P ■ ^ e P”' 


2 a 1 — 2 e-'^^cos> 6 a -H 


ap 2 57, _a2^ 

e P — 2 cos— V + e P 

P 


Concevons maintenant que Ton echange entre elles les valeurs de 
l'(ar) et de <p(a;), determinees par les formules (5) et( 7 ), ou les va- 
leurs de f(x) et de '\>{x) determinees par les formules ( 5 ) et ( 8 ). 
Alors on tirera des formules (45) et ( 73 ) de nouvclles equations qui 
se reduiront, pour m = i, aux deux suivantes : 


J /* * „ 

\ ^-arcot— 

ft ^ 


: 2 a 


-4- 


a" “h 4- 4 cC^ 4- 9 a' 


2 


cos 0a ^ cos 2 0a . cos 3 0a 


a^^ar ay‘-\-l\ar 


( 84 ) 


2aa 


er-a(P-O)^ g-a(P-+ 0 )-i-. . .) 


TT -4 <?■ 


■“(M) „ ./(s-') , 


2aa I *— e“ 


2 aa 
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Les formules (79), (82) et (84) siipposent le nonibre 0 renf'ermf 
entro les limites o et 8 = — • 

‘ OC 

Considerons encore le cas oii les fonctions i'(io), o(.v) se reduisenl 
a la function (23). Faisons d’ailleurs 

( 85 ) a^-—2a\ (32—2^2^ 

I’equation (67) donnera 

(86) ab — T.-, 

puis on tirera des formules ( 45 ), (7i)> 

1 

( 87 ) / e ^ cot -p ~ 

0 


ou plus simplernent 


(88) 


et de plus 


J x» eo 

r 

0 


cot«/’f/r — 7i^(e~“*-i- . . .); 


(89) I - H- e“ 


^2 1 _ g-A=_|_ g-9i“ 

\2 


(90) 


a'^- + e~“'cos2<3'TH-e—’“'cos4«T+. . . 

. i 

— _ Z,2 ( e-'^'-h . . . 

2 


La derniere equation suppose 

J’ai signale les formules (71) et (89), avec la methode par laquelle 
je viens de les etablir, dans le Bulletin de laSociete philomathique d’aout 
1817, et j’ai developpe cette methode dans les Legons donneesen 1817 
au College de France. J’ai remarque d’ailleurs, dans le Bulletin dont 
il s’agit, qu’on pouvait deduire immediatement de la formule (71) la 
summation des series qu’Euler a traitees dans son Introduction a I’A- 
nalyse des infiniment petits, et de plusieurs autres qui renferment les 
premieres. Telles sont, par exemple, les series (81), (82), (84) 

OEuvres de C. - S. II, t. VII. 25 
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La fbrmule (89) panit digne d’attention a I’auteur de la Mecanufue 
celeste, qui me dit I’avoir verifiee par une metliode particuliere, dans lo 
casoii Tun des nombres a et ftest tres petit. Enfin, dans leXIX® Cahier 
du Journal de I’Ecole Polytechnique, et dans un Meinoiro snr le calcul 
niimerique des integrales definies, M. Poisson a reproduit ics Ibr- 
mules (71) et (89) avec leurs principales consequences, en s’ap])uyant 
aussi, pour etablir la formule (jd), sur la decomposition d’uno inte- 
grale definie en integrates singulieres, c’cst-a-dire, cn integrales dont 
cliacune est prise entre des limites inliniment rapprochees de la va- 
riable. De plus, il a donne, dans le Memoirc quo je vicns do citer, la 
Ibriniilc (90), en la dednisant do la formule (71). 

On pourrait encore se servir des fonctions reciproques, ou des foi‘- 
nuiles deM. Fourier, pour I’integration des equations aux diirerema's 
partielles, coinme on lefait dans la theorie de la chaleur, dans la theo- 
rie des ondes, etc. Mais, ainsi que je I’ai deja observe, la metliode 
d integration devient plus facile, lorsqu’aux fornmles dont il s’agit on 
substitue I’equation ( 5 i) de la page i 54 . C’est ce que je monlrerai plus 
en detail dans un autre Article. 



SUR LA TRANSFORMATION 

1)ES 

FONCTIONS DE PLESIEURS VARIABLES 

EN INTEGRALES MULTIPLES. 


J’ai precedemment indique Ics moyens de transformer une fonction 
qaelconque de la variable x en une integrale double, dans laqiielle 
cette fonction etait remplacee par des exponentiellea dont Ics expo- 
sants reels ou imaginaires etaient du premier degre par rapport a a-. 
Les formules auxquelles je suis parvenu de cette maniere peiivent etre 
facilement etendues au cas oil Ton se proposerait de transformer en 
une integrale multiple une fonction de plusieurs variables indepen- 

dantes x, y, s C’est ce que je vais expliquer en pen de mots. 

Si, dans les equations (4o) et ,(5i) des pages r53 et i54, on ecrit 
/{x), oL et X, au lieu de ((x), r et [x, on trouvera, pour toutes les va- 
leurs de x renferraees entre les limites X, 

(i) — J' f (7.) da. d A 

et, pour des valeurs quelconques de x, 

( 2 ) /( ^) = — y* I ea(a:->.) \/^/( A) doc dl. 

Cela pose, si Ton designe par /( 3 s,y) une fonction des deux variables 
independantes x, y, on tirera de I’equation (i) : i° pour toutes les va- 
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lours cle j:- renfermees entre les limites X, 


( 3 ) f{x,y)=:^f f 

J — ca Jxa 

2“ pour toutes Ics valeurs de j renfermees entre les limites ro> Y, 


‘ 00 «/}'•„ 

Done, par suite, on aura, pour des valeurs dcs variables .r, y ronfer- 
mees entre les limites x — x^,, x = X; y =yu, y = Y, 


( 5 ) f{x,y)- 


^j 3 


Par des raisonnements semblables, appliques a unc fonction de m va- 
riables x,y, z, . . . , on etablirait generalement la fornmle 


I /(•«: J, 3, ••■) 

' 

' ^ t/yg v/3^ 


qui subsiste pour des valeurs x, y, z, ... renfermees entre les limites 

.r = ^'„, ^=:X; y=yo, y = Y; z = Zo, z::.::Z; 

et dans laquelle les integrales relatives aux variables aiixiliaires a, [4, 
y, ... sont prises entre les limites — ao, +00. 

Si les quantites XQ,y„, z^, ... se reduisaient a — co, ct les quantites 

X, \ , Z, ... a -1-00, on trouverait, pour des valeurs quelconques des 
variables x,y, z, . . . , 


<7) 




exix-X) vCT <op(y-|jL) v/~i ^Y(s-v) ✓-1 


f(X, |X, V, doc dp d^ ... zA diJL <iv .... 


On etendrait avec la meme facilite a des functions de plusieurs va- 
riables les formules (27), ( 36 ), (48), ( 5 o), (52), (62), (69), (y 5 ) 
des pages i 5 i etsuivantes. Ainsi, par exemplc, en partant de la for- 
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mule ( 62 ) (page i54), on trouverait, pour des valeurs quelconques 
des variables reelles w, y, z, ... et des constantes reelles a, h, c, . . . , 


.r, 

d'« 

n/jc... * 


r-ff-r 

'0 ^0 — X a 


abc . . ..,f{ 1. ijtj V , . . .) do: r/y • • • dl d') 


da db dc , . . 



SUR L’ANALOGIE 


DKS 

PUISSANCES ET DES DIFFERENCES. 


§ I. — Considerations generates. 

On a reconnu depuis longtemps I’analogie qui oxisto entre Ics puis- 
sances et les differences des divers ordres, finics ou infinimcnt pelites. 
En suivant cette analogie, et employant unc seule caracteristiquc 
placee devant une fonction de x, pour indiquer la fonction dcrivec, 
puis, se servant de caracteristiques differcntes a, p, y, ... placecs 
devant une fonction de u de plusieurs variables x, y, z-, pour indi- 
quer les derivees de u relatives a ces diverses variables, on sc trouve 
naturellement conduit a representer une fonction lineaire de u et de 
ses derivees successives, d’un ordre egal ou infcrieur a m, par un pro- 
duit de la forme 

(0 /(a, |3,y, • . •)«, 

/(a, j3, y, ...) designant une fonction entiere du degre m. En etendant 
cette notation au cas oil le degre m devient infini, M. Brisson cst par- 
venu a exprimer les integrales des equations lineaires a coefficients 
constants, avec ou sans dernier terme variable, par des formules sym- 
boliques (') qui meritent d’etre remarquees, et qu’il a exposees dans 

(') Pour empfecher que I’expre.ssion (i) ne puisso 6tre confondiie avoc un v6ritHble pro- 
dmt M, Brisson renforme enlre deux croehels, Fun supfirieur, I’autre inKriour, la tone- 
lion j( a, p, Yj • • .) qa'il place apr^s la lellro w, ainsi qu’U suit : 

“ I /(«. ?r{, 
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deux Memoires portant les dates de mai 1821 et de novembrc 1823. Le 
meme auteur observe que, si la fonction /(a, p, y, . . .) ii’est pas deve- 
loppable en serie ordonnee suivant les puissances ascendantes, entieres 
et positives de a, y, on pourra developper cette fonction d’une 
autre maniere, par exemple, en une serie dont les differents termes 
seront proportionnels aux puissances negatives de a, p, y, . . . ; et, pour 
fixer, dans ce dernier cas, le sens de la notation (i), il propose de con- 
siderer, ainsi qu’on I’avait dej'a fait, les caracteristiques affectees d’ex- 
posants negatifs comme indiquant des derivees d’ordres negatifs, c’est- 
a-dire des integrates des divers ordres. Enfin, dans le Meinoire de 1823, 
M. Brisson a indique la transformation de I’expression (i) en inte- 
grates definics par le tbeoreme de M. Fourier comme un dernier moyen 
propre a faire eonnaitre la valeur de I’expression dont il s’agit. Cette 
transformation, appliquee aux formules symboliques qui representent 
les integrates des equations lineaires aux differences partielles, repro- 
duit les formules qu’on a obtenues dans les problemes des ondes, de 
la chaleur, des plaques vibrantes, etc., et cedes que j’ai donnees dans 
le XIX* Cahier du Journal de I’Ecole Poly technique. De plus, lorsque la 
fonction /(a, [ 3 , y, . . .) cesse d’etre entiere, il cst aise de voir : 1“ qu’on 
ne saurait etablir la convergence des series, dans lesquelles I’expres- 
sion (i) pent etre developpee, independamment de la valeur attribuee 
a la fonction u; 2* que, parmi les divers developpements, les uns se 
composent de termes dont les valeurs sont completement determinees, 
et les autres de termes qui renferment des constantes arbitraires, d’oii 
il resulte que ces developpements fournissent, pour I’expression (i), 
diverses valeurs qui n’ont pas toutes le meme degre de generalite. On 
doit meme observer que les developpements qui ont pour termes suc- 
eessifs des integrates des divers ordres renferment une infinite de con- 
stantes arbitraires. Il suit de ces reflexions que I’usage des developpe- 
ments en series laisse subsister beaucoup d’incertitude sur le sens de 
la notation (i), et sur le degre de generalite qu’elle comporte, dans le 
cas oil la* fonction /(a, p, y, ...) cesse d’etre entiere, et devient, par 
exemple, irrationnelle. Get inconvenient parait s opposer a ce qu on 
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adopte generalement la notation (i), en y considerant a, [3, y, ... 
conime de veritables caracteristiques, et attribuant uno valour qoel- 
conque a la fonction /(a., y, .••)• Toutefois, il ni’a scmble qu’on 
pouvait procurer an Calcul infinitesimal, ainsi qii’aii Calcul des dille- 
rences finies, la plupart des avantages que cette notation prdsente, et 
merae simplifier encore les formules relatives a I’integration des equa- 
tions lineaires, en substituant a la notation (r) d’autres notations du 
nieme genre, etablies de maniere a recevoir, dans tous les cas, une 
interpretation claire et precise. Tel est I’objet que je me suis propose 
dans plusieurs paragraphes des Memoires presentes a I’Academie 
royale des Sciences, le 27 decembre 1824 et le 17 janvicr 1825. Parmi 
les diverses notations que Ton peut employer pour arriver a ce but, 
cedes que je vais indiquer me paraissent devoir elre adoptees de pre- 
ference. 

§ differences Jinies on injinunent petilcs des Jonclions 

d’une seule variable. 

Soient 

y =/(^) une fonction de la variable independante sc; 

Ax = A la difference finie de cette nieme variable ; 
n un nombre entier quelconque. 

Je design era i 


1 par Dy ou Ja fonction derivee — — fix) 

1 dx ^ 

I par Aj on la difference finie f{^x-\-ti.x) — f{x), 
pai D y on D^y la fonction deriv6e de I’ordrc n, savoir, 

dx'^ ' 

pai A on Aj^y la difference finie, du ordre, de la fonction/. 


Soient, de plus, 
des variables a, p, 
les notations 


F(a), f(a), F(a, p), f(a, p) des fonctions entibres 
et A un coefficient constant. Je represen terai par 


( 2 ) 


F(D)/, F(A)/, F(D,A)/ 



DES PUISSANCES ET DES DIFFERENCES. 201 

les fonctions lineaires de y, By, Ay, B^y, ADj, A^y, ... auxquelles on 
parvient quand, apres avoir developpe les expressions (2) en ternies 
de la forme 


( 3 ) 


AD '"A"/, 


on considere D et A coname de veritables caracteristiques; et je desi- 
gnerai par 


( 4 ) 


f(l)) 

F(Dj 


A^), 


■F(A) 






les valeurs de u, 0, w, ... propres a verifier les equations 


(5) F(D)M = f(D)/(a;), F(A)o = f(A)/(. 2 :), F(D, A)<v==f(D,A)/(a;). 


Cela pose, on etablira aisement les formules 

I F(D)[f(D)/(^)]=.[F(D)f(D)]/(a.) = f(D)[F(D)/(^)], 

(6) F(A) [f(A)/(^)] = [F(A)f(A)]/(a.)r=f(A)[F(A)/(^)], 

( F(D, A) [f(D, A)/(a;)] = [F(D, A)f(D, A)]/(x) = f(D, A) [F(D, A) /(.z^)] 

et, comme en attribuant au coefficient r une valeur constante, soit 
reelle, soit imaginaire, on aura evidemment 


(7) 


J)ngrx—f.nerx, 


( 8 ) 




(9) D«[e™/(^)] D)V(^), 

(10) A"'[e’-^f{x)] e™[e'-*(i + A) — 1]« f{x). 


on trouvera encore 

[ F(D)e™ =e’’^F(r), 

(11) < F(A)e™ =e'-“F(e''*— i), 

( F(D, A)e''*=: e'’®F(r, e’’* — i); 

1 F(D)[e™/(®)] =e'-«^F(r-hD)/(^),. 

(12) I F( A) [e™/(a;)] = e™F[e'’*(n- A) — i]/(ic), 

( F(D, A) f {00)] = e™F[r + D, e''*(i -1- A) — i]/(i»). 

Ajoutons qu’il est facile de transformer chacime des expressions (2) 
OEwrejifeC. — S.lljt.vn. 26 
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en integrale double. En effet, on a generalement I’equation (2) 
de Farticle precedent] 

(i3) — J rfcc (iA. 

Or on tire de la formule (i 3 ) conibinee avec les equations (7) et (8) 


(i 4 ) 


^00 ^00 

F(i)/w=i££ 

F(D.A,/(.) = i££ 


ea(*-X)V=I F(a(/-i) f{\)dadl, 


e«.{x-\)sl-i F(e*“v'-F 

eoc'a-),) \/=I F (a e*“v/=t _ j ) /( 7) t/ 7 . 


Ainsi, chacune des expressions (2) peut etre convertie en une inte- 
grale double de la forme 

(i 5 ) ^ f f 

00 03 


9(a) designant une function entiere de a et de I’exponentielle 
Dans le cas ou9(a)devient unefonction quelconque, rintegrale(i;)) 
continue a jouir de proprietes importantes, dont nous ferons un fre- 
quent usage. Nous allons en exposer ici quelques-unes, ct, pour 
abreger, nous designerons I’integrale dont il s’agit par la notation 

(16) 9 (a)/( 5 ), 

en sorte qu’on aura identiquement 


(' 7 ) o{u)f{x)=~C f 

00 — 00 

Cela pose, soit a un^constante reelle. Si, dans I’equation (17), on rem- 
place f{x) par , on trouvera 

(^8) 9 (a)eW-i = ^ r f (a) da dl. 

D’ailleurs, si, dans la formule (i 3 ), on echange entre elles les va- 
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riables a et 1 , et si I’on y remplace en meme temps x par a, on en 
tirera 

puis, en posant 

f («) = o(a), 

eMvA 7 (p(a)_ y* e«^<^-^)\/^e‘^^-f^ep(c()dcxdX. 

On aura done definitivement 

(19) ip (a) (p(a). 

Soient maintenant 

a, h, c, ... plusieurs constantes reelles; 

<p(a), y_(a) des fonctions quelconques de la variable a; 

A, B, C, ... des coefficients reels ou imaginaires. 

On tirera immediatement de I’equation (19) 

(20) { _ 

— Ae“*/^ 9(a) 4- 9(6)4- Ce^®'^ ?(c) 4 -. . . , 

et, par suite, 

(21) X(«)» 

le signe 2] indiquant une somme de termes seinblables au produit 

•X_{a) ou ©(a) 

On trouvera de meme, en designant par r„, R deux valeurs distinctes 
de la quantile r supposee reelle, et par Ar un element de la difference 
R — r^, 

(22) <^{r)x{r) ^.r, 

le signe ^ s’6tendant k tous les elements de R — ; puis, on en con- 
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dura : 1° en faisant decroitre ces dements au dela de toute lirnite, 

/■« _ 

2° en prenant r,) = — cc, R = oo, 



(24) 


9(a 


r.) I y^{r) dr — I e''®'^“* cp( 


r)x{r)dr. 


Comme on tire d’ailleurs de I’equation (17), en remplapant la fonc- 
tion 0 par la fonction y , et la lettre a par la lettre r dans le second 
merabre, 

(25) 


on trouvera, en ayant egard a la formule (24), 

9(«)[z(«)/(^)]= ^9(ct) r f e'<^-'>‘)'F~^x{f')fWdrdl 

V _ aQ tJ — OO 

*^~oo 


(26) 


ou, plus simplement, 

(^^) 9(0=) [z(“)/(^)] =[?(a)x(“)]/('^)* 

De meme, comme on aura, en designant para une constante reelle, 

on trouvera encore 

^ 00 V 

ou, plus simplement, 

( 3 o) ?(“)[«“'^%(«)/(^)l = c‘‘*V^[9(aH-a)5^(«)]/(i). 
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Les formules (27) et ( 3 o) expriment deux proprietes remarquables 
de la fonction de x representee par la notation (16). Dans le cas parti- 
culier oil la fonction ^ est entiere, il suffirait, pour etablir ces menies 
proprietes, de combiner les premieres des formules (6) et (12) avec la 
premiere des equations (i 4 )- En effet, lorsqu’on fait usage de la nota- 
tion ( 1 6 ), les equations (14) se reduisent a 

I F(D) 

(3i) F(A) /(«) = F(eW=T_i)/(^), 

1 F(D, A)/(a:) =:F(a/^,e*“v'-‘ — i)/(a;). 

Par suite, les equations (6) et (12) donneront 

/ F(a [f(« fix)] = [F(a f (a V^i)J /(S), 

1 p(^gAav'-i — i) — 0/(^')] 

(Sa) I — [F(e'‘“v'^—i)f(e*“N/^—i)] /(«'), 

I F(a \/ — I, — i) I, 1)/(«)] 

\ = [F(a v'"— I, — i) f(a\/ — i, i)] /(^) 

et 

F(a\/=^) [e'-^/ix)] =e'-^f(r-hcc\f^i)/(x), 

F(e*“v/^— i) [e”'® fix)] = — i] /(^), 

j F(av^,e*“v/=^— i)[e’'V(^)] 

\ == e’'*F[r e*b-+a\/-i)_ ,]y(a;). 

Or, si Ton pose 

F(aV^) = 9{«)> f(«V^) = Z(«). r-a\f^i, 

!p(a), lia) seront des fonctions entieres de a; et la premi'ere des for- 
mules (32) se reduira immediatement a I’equation (27), tandis que 
la premibre des formules ( 33 ), reduite a I’equation ( 3 o), subsistera 
non seulement pour des valeurs rbelles, mais encore pour des valeurs 
imaginaires de la constante a. 
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I III. — Sur les differences finies ou infiniment petites des fonctions 
de plusieurs variables independantes. 

I! est facile de voir comment les notations admises dans le para- 
graplie precedent peuvent etre etendues an cas oil Ton considere line 
fonction de plusieurs variables independantes x, y, z, t. En effet, 
soient 

(i) u—f{x,y,z,...,t) 

une semblable fonction, 

^.x = h, Ajk = /c, As — I, 


les differences finies des variables x, y, z, at n un nombre 

entier quelconque. En vertu des conventions ci-dcssus adoptees 
(p. 200 et 20i), on devra evidemment employer les caracteristiques 



Dy, 

D., .. 

. , D^; 

D=. 

T )2 

D|, .. 

D|; . 

. r\n 
• • > 

D™ 

. Dib . 

D? 

et 












A., 

Ay, 

A., .. 

A,; 

I> 

<1 

A|, .. 

•, Af; .. 

• A" 

A'b 

A?, .. 

•, Af, 


placees devant la fonction u, pour indiquer les derivees partielles et 
les differences finies de u, du premier, du second, . . . , du ordre, 
prises par rapport aux diverses variables independantes. De plus, si 
Ton designe par 

(3, y, . . . , 0, X, p, V, . . . , t), f(«, P, y, . . , , 0, p, V, . . . , t) 

des fonctions entieres des variables a, p, y, . . . , G; X, p, v t, par 

A un coefficient constant, et par m, n, . , p, q, ... des nombrcs 
entiers quelconques, on devra se servir des expressions 

E(Da;, Dy, Dj, . . ., Df, A;*, Ay, A., . . . , A^) M 

et 

f(Da;, Dy, Dj, ■ ■ . , D^, Aj., Ay, A;, . . . , A ^) 

Rj, . . . , l)j, A„ Ay, A-, . . . , At)^ 


( 3 ) 
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pour indiquer : i° la fonction lineaire de u et de ses derivees ou diffe- 
rences partielles finies ou infinimentpetites, melees ou non melees, a 
laquelle on parvient quand, apres avoir developpe I’expression (2) en 
termes de la forme 


(4) AD“D?...A5AJ....«, 

on considm'e D™, D", . . . , A^, AJ., . . . comme de veritables caracteris- 
tiques; 2° la valeur generale de propre a verifier I’equation aux diffe- 
rences melees et partielles 

\ F(D^,Dy,D;, A^, Ay, A:;, ...,Aj)l> 

j =f(D^,Dy, D., A^, Ay, A., ...,Ai)ii. 

Enfin, si Ton designe par 


( 6 ) ..., 6 ) 

f 

une fonction quelconque des variables a, p, y, 0, on devra 

employer la notation 

( 7 ) X’ • • • » O’ 

dans laquelle la lettre a se rapporte a la variable x-, la lettre ^ a la 
variable j, . . . , pour representer I’integrale multiple 



cp(^cc, (3, .. ., 6 ) /{"k, . . 




dadk dpdp. 
in in 


dBdr 

^ 

arc 


en sorte qu’on aura identiquement 


(9) 


<j9(a,(3, d)f{x,y, 

t / „ 00 <^-^00 




docdl d^d}x 

271 27r 


dB dr 
271 


Cela pose, en generalisant les formules (6), (i i) et (12) du § II, et 
attribuant aux coefficients r, s, ... des valeurs constantes, reelles ou 
imaginaires, on etablira facilement les equations 

I F(Dar, By, . . . , D;, A^, Ay, . . . , Ai) [ f (Da, Dy, . . ., D<, A*, Ay, . . . , A^) ...,<)] 

( 10 ) 1= f (Da, Dy, . . . , Df, Aa, Ay, . . ., Aj) [F(Da, Dy, . . ., D(, Aa, Ay, . . . , A^) f{x,y,z,...,i)\ 

, I = [f (Da, Dy, . . ., Do Aa, Ay, . . A,> F(Da, Dy, . . Do Aa, Ay, . , A^)]/(ar, j, s, . . ., t)-, 
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(II) F (D^, Dj., . . . , A^, A^., . . . ) e™+*r+... = F{r,s, ..., e''* - 1 , e** — i , . . . ) ; 

(,2) ' V • • •) fix, y, . . .)] 

I =e''«^^^+-r[/- 4 -D^,^+Dy, + + ...]y(^,7, ...) 

De plus, comme on aura, en vertu de I’equation (7) de I’article pre- 
cedent. 


(i3) 


f{x,y, ...,t) 


n<X) 

... / Q^{x-^l)sPi ^ ^ g0(^-T)vCT 

00 


p., . . . , t) 


^dl d^dp 


271 


27T 


dz 

271 ^ 


on trouvera encore 


(li) 


/F(D;r,Bj, A^, ...) 

i .F(a /Z7, ,..)(^ «lifx 

‘ ' aiT 271 “ 

les integrations etant toutes effectuees entre los limites —00, -i-co; 
puis on tirera de la formule (i4), en faisant usage de la notation (7), 

(i5) I ■ ■ •)/(•*)/, ■ • •) 

I =F(«i/=T,| 3 yir 7 , ...,e/wvGT_i^gAf ■■.)f(x,y, ...). 

Soient maintenant a, b,c, ... des constantes reelles, et ^(a, p,y, ...), 

X(^> P’ Y> • • •) des fonctions quelconques des variables a, j 3 , y, Sup- 

posons d ailleurs que Ton continue de representer par la lettre F unc 
fonction entiere, et par r, s, ... des coefficients constants, soit reels, 
soitimaginaires.En generalisantlesformules (19), (27), ( 3 o) et( 33 ) 
du § II, on efablira sans peine les equations 


-^^a,0,c, ...J, 


(i 6 ) 0 (a, p, y, ...) e(“^+*r+«+...)vCT_ eC«+*y+«+., 

(. 7 ) j •> tx(«. p,7, . . .)/(^, 7 , 5, 

f =M^>^>y>---)x(°‘>^y,...)]/(x,y,i...x 

I = [f (»+«, i + p, 

(19) r )1 

■ = "('■ + » v^, * + P v/=T, . . .. . . .)/(s,?, . . .). 
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Je terminerai cet article en indiquant le parti qu’on peut tirer de 
plusieurs des notations et formules ci-dessus etablies pour I’integra- 
tion des equations lineaires a coefficients constants. 

§ IV. — Sur I’emploi des caracteristiques D ef A dans V integration des equa- 
tions lineaires, aux differences finies ou infiniment petites, melees ou non 
melees j et a coefficients constants. 

Les principes ci-dessus etablis, relativement aux caracteristiques D 
et A, fournissent le moyen de representer les integrales des equations 
lineaires a coefficients constants par des formules symboliques dii 
genre de celles que M. Brisson a obtenues. On peut en effet y par- 
venir dans un grand nombre de cas a I’aide de deux methodes diffe- 
rentes, deja employees par ce geometre, et que je vais reproduire avec 
quelques modifications. 

La premiere methode est fondee sur la remarque suivante. 

Soit 

(1) I ( Dj;, Dy, • • • , D/, Aj-, Ay, . . • , A^) It y, z, . . . , ^) 

line equation lineaire a coefficients constants et avec un dernier terme 
variable entre la variable principale u et les variables independantes ac, 
y, t. Si la function entiere designee par F peut etre decomposee 
en deux facteurs de meme nature qu’elle, si Ton a, par exemple, 

( 2 ) ^ F (Da:, Dy, . . ., Di, Aa;, Ay, . . ., Aj) 

I = Fi(Da„ Dy, . . . , Di, Ax, Ay, . . . , A/) latDx, Dy, . . . , Di, A^, Ay, . . Ai), 

on pourra evidemment substituer a I’equation (i) le systeme des deux 
equations lineaires ■* 

(3 ) Fi (Dx, Dy, . . . , D(, Ax, Ay, . . . , Aj) r =y(a;, y, . . . , t), 

(4) F 2 (Dx,Dy, . . . , Di, Ax, Ay, ...,At)u = v, 

qui seront Tune et I’autre d’un ordre moins eleve. Si les fonctions 
entiferes, designees par F,, Fj, sont elles-memes decomposables en 
facteurs, I’integration de la formule (i), ou, ce qui revient au meme, 

OEui^res de C. S. II, t. VII. 27 
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I’integration des formules (3), (4), pourra etre encore reduite a celle 
d’autres formules du meme genre, mais d’un ordre inferieur. On arri- 
verait d’aiileurs directement a la meme conclusion en observant que, 
si la fonction F est decomposable en plusieurs fonctions entieres desi- 
gnees par F,, F,, F„_,, F„, la formule (i) pourra etre remplacee 

par le systeme des equations lineaires 


Fi (Bar? Bj, . 

* • J B^, Ay, . 

. . , A^) Ufi^i — • . 


F 2 (B^, By, . 

• • ? B^, A^, Ay, . 



Rj'j • - 

. . , B^, Aa:, Ay, . 

• • ? ^^2? 


F«(Dx, D^, .. 

■ • ? B;, Ay, . . 

> • y Ai) U nz 



qui devpont etre integrees dans I’ordre ou elles se prescntcnt ici. 

Cela pose, il est clair que, si, la fonction F etant du degre n, on pout 
la decomposer en fonctions du premier degre, I’integration de la for- 
mule (i) pourra etre reduite a I’integration de n equations lineaires 
du premier ordre. Done alors, en supposant connues les integrales 
generales des equations lineaires du premier ordre, on parviendra sans 
peine a I’integrale generale de I’^uation (i). 

Pour montrer le parti qu’on peut tirer de I’observation precedentc, 
considerons d’abord une equation differentielle lineaire et a coeffi- 
cients constants, entre la variable x et une fonction y de cette variable. 
Si I’equalion donnee est du premier ordre, alors, on designant par p. 
un coefficient constant, on pourra la presenter sous I'une des formes 
( 6 ) 


il) 


dy_ 

dx 




et son integrale generale sera 

r = dx, 

ou, ce qui revient au meme. 


( 9 ) 


y- 


o- 
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Xq designant une valeur particuliere de la variable x. Mais, si I’equa- 
tion proposee est de I’ordre n et de la forme 


(lo) 


y 


d'i-'i-y 




d^-yy 

dx^^~- 


dx 


■ ^nj — y (’^)i 


alors, en faisant, pour abreger, 

(n) F(r) = ao/-«+ rtj 4- a, r'“-2 + . . . + a„_ir + a„, 

et designant par r, , . . . , les valeurs reelles on imaginaires de r 

propres a verifier I’equation 

(12) F(7')=0, 

on pourra substituer a la formule (lo) Tune quelconque des deux sui- 
vantes : 

(13) F(D)7=/{^), • 

(14) (D - n) (D - /•,).. .(D - /v)7= 4^- 


Or, pour integrer la derniere, il suflit de poser successivement 


(i5) 


«o 

(D — '•2)7«-2= r«_i, 


I (D — 

' (D — /■„)7 =7i; 


et il est clair que les valeurs de • • • > Ji ^ J. propres a verifier 

les equations (i5), s’obtiendront aussi facilement que la valeur de y 
propre a verifier la formule (6). 

Il est important d’observer que les valeurs de j, ... deduites 

des equations (i5) renfermeront en general des integrales multiples. 
Mais on pourra toujours remplacer ces integrales multiples par des 
integrales simples; et, pour y parvenir, il sulfira de recourir a I’inte- 
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gration par parties, c’est-a-dire a la forroule 
(i6) f udv—uv — j vdu. 

Premier exemple. — Soit clonnee I’equation differentielle 

(■ 7 ) 

ou 


(i8) {W-—i)y=f{x). 

Comme on aura 

D2-i = (D-i)(l) + i), 


on pourra subslituer a I’equation (17) le systeme des deux formules 
('9) (D — (D + i)jk = ^; 

ou, en d’autres termes, le systeme des deux equations 
(20) 


dz dy 


Or on tirera de ces dernieres 

( 21 ) s = Je-=^ f{x)dx, y = e~=^ f ze^ dx, 

et par suite 

( 22 ) y = /(a;) dx^ dx. 

Si maintenant on veut decomposer en integrales simples I’integra! 
double que renferme la valeur precedente dey, il sutBra de poser dan 
I’equation (16) 

u=_f e~^/{x)dx, dvz=ze^^ dx. 

Alors, en elfet, on trouvera 


e- J{x)dx'\dx^le'‘-- J e-‘^/{x)dx-Lfe=‘ f(x)dx; 
et Ton en conclura 


( 23 ) 
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ou, ce qui revient au meme, 


(24) j 


r- 


e~*/(a:) dx ■ 



3, 3' designant deux 
Here de la variable x. 

Deuxiime exemple. 

(25) 

ou 


constantes arbitraires, et x„ une valeur particu- 


Soit donnee requalion differentielle 

dy 


dx- 


■ ^-+j'=/(^), 


(26) (D2— 2D + i)7z=/(d;). 

Comme on aura 

D2— 2 D -t-i = (I) — 1)2, 

on pourra substituer a I’equation (sS) le systeme des deux formules 

(27) (D — i)s=:/(j;), (D — 1 ) 7 =:;:, 
ou, en d’autres termes, le systeme des deux equations 


(28) 




Or on tirera de ces dernieres, en designant par s, s' deux constantes 
arbitraires, 


(29) 

(30) 


5 = e® e~^ f{x) dx + £ 

y^e^fj" s e' dx -h , 


puis, en remettant dans la formule(3o), a la place du produit ze-'^, 
sa valeur tiree de la formule ( 29 ), 


(3i) 


7=5* 


S' + e-x f(x) dx^ , 
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Comme on trouve d’ailleurs, en integrant par parties, 


' 32 ) 


pX nX pX pX 

I I f{x) x I f{x)clx — / 

— f (.a: — z)e--f{z)ch, 
^0 


X e-^f{x) dx 


on pourra encore remplacer [’equation ( 3 i) par la suivante : 


(33) 


y ~ 6 '^ 


I C>' L 
' X ~r* 'w'' — f- 


/' 


ia; — z)e-=f(z)dz 


Cette derniere s’accorde avec la formule (17) de la page 204 du premier 
Volume ('). 

Revenons a I’equation (10). Si Ton y pose n = 2, elle deviendra 


( 34 ) 


; 77:2 ^ / (2-'), 


et son integrale generale, fournie par la melhode quo nous venous 
d’exposer, sera 

(^ 5 ) / = f{x) dx'\ dx, 

/(, ^2 designant les racines de I’equation algebriquo 
(33) ciQr~ (z^'zzz 0^ 

De plus, al’aide de [’integration par parties, la formule ( 35 ) pourra 
etre reduite a 


( 3 -) 


r 




y*(^) dx -t- 



f{x)dx 


Oil, ce qui revient au memo, a 


<,38) 



e'’X 
f\ /*2 



e-’-X f{x) dx 




e~'’X f{x) dx 


(0 OEuvres de Cauchy, S. D, T. VI, p. 264 . 
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On doit seulement escepter le cas oil Ton aurait ro = Alors I’equa- 
tion (35) prendrait la forme suivante 


( 39 ) ' A = ^ 

et I’integration par parties donnerait 

(40) y=: — yxj e-^^f{x)dx— J x e-’’^ f{x) dx^. 


ou, ce qui revient au meme, 


(40 


y- 


«0 


H- ©' -H 




)e->--f{z)dz 


En restituant au n'ombre entier n, dans I’equation ( 10 ), une valeur 
quelconque, on tirera des formules (i5) 


y = — e'''‘^J '‘n>x(^j eOn-a-'V-t)*^. . , e~''t^/{x) dx'j dx^ . . dx^ dx 


Telle sera la valeur generale de y, exprimee par une integrale mul- 
tiple, que Ton pourra decomposer en integrales simples a I’aide de 
I’integration par parties. 

Dans Ic cas particulier oil, les racines r,,r ,, . etant egales entre 
elles, on suppose — o, I’equation ( 10 ) peut etre presentee sous Tune 
quelconque des formes 


( 43 ) 

( 44 ) 


/ n{n — t) d'^~‘^y __ 

\dx^^ 1.2 ^ dx'^~^ 

) -4- r«-i - 4 - 

I 1.2 dx^ I dx 


r''9' = /(-*^)> 


(D — /■)”/ = /(a?), 


et la valeur generale de j se reduit k 


( 45 ) 


y = 6™ J'J • • 'J f(.x) dx”'. 
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De plus, en integrant par parties, on tire de la forniule (4n) 

^ ~ 1 . 3 ...%— 7 ) dx — a~'-^ /(,r) dx 

puis on en conclut, en mettantles constantes arbitraires en evidence, 


(47) J-e'- 


-H S(«-2)a; + ©("->) _f- 


.rilir 

•''.r.i 


(,r - z)'>- 


(^' >) 


e--/{z)dz 


Considerons maintenant une equation lineairc aux didercnces finies 
et a coefficients constants entre une variable x et line function y de 
cette variable. Si I’equation donnee est du premier ordre, on pourra 
la presenter sous Tune des formes 

(48) (A-,-)j = /(.r) 

ou 


(49) 


Ar -/•.)■—/(.*), 


et son integrate generate sera 


7 = (!+/•)'' '[I](n-r) VC^')-»-®(.4')J, 

h = Lx designant la difference finie de x, et w(.x) une function perio- 
dique, mais arbitrage, dont la valeur ne change pas quand x re(;oit 
pour accroissement un multiple de h. Au contraire, si I’equation don- 
nee est de I’ordre n et de la forme 

(5i) a, A «7 + «, A«-‘ j + aj A"-^ -i- . . . h- Aj + a„y ■= /(.r), 

alor8, en se servant des notations precedemment adoptees, on pourra 
la remplacer par Tune des deux formules 


F(^)j =/(■»), 
(A — /•,)(A — 7-s). . .(A — 


fix) 


( 52 ) 

(53) 


«o 
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Or, pour integrer la clerniere, il suffira de poser successivement 





/(«) 


j 


^t)yri—v. — y n~ii 


(A )7i=y2, 

(A — r„)7=j^,; 


et il est clair que les valeurs cle • • • > Ji > J> propres a veri- 

fier les equations (54), s’obtiendront aussi facilement que la valeur 
de y propre a verifier la formule (48)- 

Il est important d’observer : i° que, la fonction periodique ©(a?) 
pouvant etre censee comprise dans I’integrale indefinie 

2](n-r) 

I’equation (5o) peut s’ecrire plus simplement comme il suit 

(55) J=:(i-Hr)* *X(n-7-) */(«); 

2 ° que les valeurs de y, J 2 , • • • > deduites des equations (54), ren- 
fermeront en general des integrales multiples aux differences finies. 
Mais on pourra toujours decomposer ces integrales multiples en inte- 
grales simples; et, pour y parvenir, il suffira d’integrer par parties en 
recourant a la formule 

(56) ^ M Ac = (('H- Af') Ai<, 

que Ton deduit immediatement de I’equation 

MAr=:A(Mr) — (a-i-AelAM, 

et qui remplace, dans le calcul aux differences finies, la formule (t6). 
Exemple. — Soit donnee I’equation aux differences finies 

(57) A®y— 2A7-l-7=/(a?), 

OEuvres de C. — S. II, t. YU. 


28 
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oil 

(58) (A’— 2 A + i)yr=/(.r). 

Comme on aura 

A2-2A + i = (A-i)% 

on pourra substituer a I’equation (^ 7 ) le systbino dos deux formules 

(59) (A-l)^=/(^), (A - 1)7 

Oil, en d’autres termes, le systeme des deux equations 

( 60 ) !i.z — zz=f{x), ^y~y~.z. 

Or on tirera de ces dernieres 

= 2 “ 2- 2~V(-«). 7=2*"'‘2]2 

et, par suite, 

<«») 

Si inaintenant on veut decomposer en integralcs simples I’integrule 
double que renferme la valeur precedente dej, il suffira de prendri', 
dans Tequation (56)» 

V _£ 

«=z .2 >^f{x), Af> = r. 

Alors, en etfet, on trouvera, pour une des valeurs de e. 



<64) 


7 = 2 * 
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Si, clans le second membre de I’ecjuation ( 64 ), on met en evidence l‘es 
Ibnctions periodiques, et qu’on les designe par cette 

equation prendra la forme suivante : 

(65) ,r=:2'‘ |f — 2 |- 

Revenons a Tequation (5i). Si Ton pose n = 2 , elle deviendra 


( 66 ) ao j + «i Aj -t- a.y — f{x) , 

et son integrate generale, fournie par la methode ci-dessus exposee. 


sera 


(67) 


y - 


(l -H 


cco (* + c’l) (i -H rs) . 


2 (tt^) 2 ('+'■>)" V(^) 


D’ailleiirs, si, dans la formule (56), on prend 


3C 


Ae = 


/ i + /‘i 

\i + c-a 



on trouvera, pour une des valeurs de v. 


I -H 7*2 / 1 H” ^ 1 


Vi — 72 \I “h 7) 


et, par suite. 


(68) 


.r'M 

X 

= iiCi ( x;(. + El' + 

Done la valeur de j pourra etre presentee sous la forme 


(69) y - 




i + c-a). 


Si Ton met en evidence les fonctions periodiques, et qu’on les designe 
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par cTj(tr), Tequation (69) donnera 


h w +2<‘ + '■>)" V(.»^)] . 


Dans le cas particulier oil Ton a r^. = r^, I’equation (67) sc trouve re- 
duite a la forme 

— —2 — 

et I’on en conclut, en operant comme dans I’exemple que nous avons 
traite plus haut, 


(,.) i (. + [f 2(. + '•rvw -2 “t- (■+'■) '■/(*) I . 


Si Ton mettait en evidence les fonctions periodiques, on trouverait 


f (^) +2(1 H- /•) 

~-2 r 

— (^) +2 -x~ (' + '•) " /(•*•) 


En restituant au nombre entier n, dans I’equation (5i), unc valeur 
quelconque, on tirera des formules (54) 


(74) /=■ 




o(n-r,)(n-rj)...(n-/-„)2( i-hr„’) 




ir^oV'V 

(1 + /•.)'' 


chacun des signes^ etant relatifa la function comprise entre ce meme 
signe et la virgule placee a la suite du rapport ..... Ainsi, la va- 

leurgenerale de j se trouvera exprimee par une integrale multiple. 
Mais on pourra toujours decomposer cette integrale multiple en inte- 
grales simples a I’aide de I’equation (56). 
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Si, les racines /•, , r,, etant egales entre elles, on supposait 

flo = r , I’equation ( 5 i) pourrait etre presentee sous Tune on I’autre 
(les deux formes 


(75) 

1 A'^j/- — y/’A"”' 

1 -^- «(" — !) 

\ 1.2 

(76) 

( 


y 


(A — = 
et la valeur generale de j se reduirait a 

(77) .>' = (1+'’)* */(a;). 

De plus, en integrant par parties, on tirerait de la formule (77) 

I * till t • • v^/2 I j 1 

= in (f +0 ■ ■ ■ ^ ^ 

ou, ce qui revient an meme, 

I X ( X \ f X 


^/(x) 


h (/l ' 


h 


n 4- 2 


1 .2 . 3 . . .(/i — i) 


2(1 + 0 V(^) 


+ f+i _£ 


X . 2.3 . . .(/z — 2 ) 


(79) J = (! + '•)*’ 




iLZ y y 

X X . 2 . 3 . . .(/I— 2 ) 

/ f{oo) 


+ i 


1 . 2 . 3 . .. (/I -—i) 
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par nj 


roqualioii ((«)) iltiuiifra 


( 70 ) 


(I ! 

r,) 

(I I /•a’l* 

r, ) 


nij f./'i > 1 


ni.) 


:-,A ^ V. 


1 ' i -‘/‘in 




Dans le cas parUrulier on I'on a /•, r,. rnijuatifui ( j s*» imtivn ro- 

cluite a la fonnn 

■r- ^ , * 

ct Ton on conclul, on nporanl (’(Uiiiiio tiaiis i't-MMtiiiii* 4|m- innis avons 
traite plus liaut, 


- . » 


( 72 ) “(!+/•) 


•rV(,., ,-) vv' ) V ' ; , 




Si Ton mcUait on ovidoaoo los rnnoliniis ,, (,n Irnuvorait 


( 73 ) 


7 ™ 


(t -)-/■)* .»■ 

«(. A 


m-. 




'' fij'f 


(, rf 

tii) 


m. 


f . ,r h ‘ 

^ ^‘‘1 ^,/Vrj 


lin rcstituant an nuiiihro oiitior //, daiin rr'ipnifidn | m ), uji,- valour 
quelconquc, on tirera dos funnnlos ( a ) 


(74) 7: 


; . V/ ' * '« '\* V / < 

«o(* + /’i ) ( I -7 /-j) . . .{ , , , j j Jilt 




. V 


(' '■•fy 

\l Jki 


(■+r,)‘' 


chacun dos sif^nos^ o.tani rolatila la rdnoll.iu i-dtiipriso rntro fo nioino 
signe el; la virgnlo plaooo ii la snilo dn rajipiHl . Aiti'-i. la va» 


leur gencrale do _v so (ronvora o\|iriiiioi' 
Mais on pourra toujours ddo.tnn(»»soi- cotto 
grales simples a Taidc .lo ro,|ualiun (S6). 


u 0 r,f 

par iim* inf.'-.'ialr ninltijdo. 
inloi^ralo iiHiItipIo on into- 
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Si, les racines 7 \, r.,, r„ etant egales entre elles, on supposait 
ao= r, I’equatioii ( 5 i) pourrait etre presentee sous I’une ou I’autre 
(les deux formes 


( 75 ) 


A" y — — /• A''-* y + ^ v — ... 

I 1.2 

( 76 ) {A-r)-y=^f{x), 
et la valeur generale dey se reduirait a 

( 77 ) 7 = (! + '’)'' '‘/{x). 

De plus, en integrant par parties, on tirerait de la formule (77) 


/.r/.r 


■« + 2)^(H-r) * f(x) 


V - / 

/ , ^ / « r \ ) 


I.12...(/2 — 1 ) 


h \/i / \/^ ' 7 - 


^ /(>) 


(/< — i) 


12(1 




ou, ce qui revientau meme. 


os / X 

7i\Ji 


X \ 

k—'*v 


,.73.. .r„-.) ^ i:c+7V(^) 


X X 


h \h 


1.2.3. . .(/i — 2 ) 


^-/H- 3 ) f+i 

- 2 — 


( 79 ) 7 = (i + '’)^' 




1.2,3. . .(n — 2 ) 


X \ ( X 


H- V ^ ^ 

1.2.3... 


(« — I) 


{i + r) ''/{as) 
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II est important d’observer quo, dans requation (78) on (79), 
chaque integrale simple renferme une fonction periodique. 

Proposons-nous maintenant d’integrer unc equation lineaire anx 
differences partielles, et a coefficients constants, cntro d(nix variables 
independantes x,y et une variable principale z. Supposons (]’ailloiirs 
que les derivees partielles de s, comprises dans Ic premier ineinbrc d(i 
I’equation, soient foutes du memo ordre. Si cet ordre so rednit a I’n- 
nite, I’equation pourra etre presentee sous Tune des formes 


(80) 

(81) 


(Px rDy)5 — 
dz ds 


et son integrale generale sera 


(82) 



j + — s)] d.i + 9 (/ -H /-.r ), 


0 designant une fonction arbitraire, ct.x-„ unc valeur particuliisre de .r. 
Mais, si I’equation proposes est de I’ordre n ot de la forme 


83) 






d^s 


dx^ ^ dx^^^^ dy ^ df' 




dx 


d'^ z 
’J^Ti 


=/(•*, 


alors, en se servant des notations precedemment adoptees, on pourra 
la remplacer par Tune des deux formules 


(85) (D,-r,D^) (D,-,-,D^). . )...^ -HElZI 

«() 

Or, pour integrer la derniere, il suffira do poser succcssivemenl 


( 86 ) 




(D^: ^'2 2 




(D^ 
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et, comme Ics equations (86) sont toutes seniblables a la for mule (8o), 
il est clair que les inconnues z^_^, . . . , z.2, z-,, z se deduiront les 
unes des autres, et I’inconnue de la fonction par des 

<Z0 ^ 

(kfiiations semblables a la formule (82). 

Exemple L — Soit donnee Tequation aiix differences partielles 

/ Q \ 3“ Z Z 

(87) + 

oil 

(88) = 

a et b designant deux quantites constantes. Comme on aura 


I)1-D= = (D,-D^)(D^+D^), 

on pourra substituer a I’equation (87) Ic systeme des deux formules 

( 89 ) ( D;)^ ' Dy) -^1 — cix H— by , (D^ -I* Dy )-2 — . 

ou, en d’autres termes, le systeme des deux equations 

(90) 

Or on tirera de ces dernieres 


< 1^1 bzy 

dx dy 


dx dy 


:ax+by, _ H- 


/ 


I' [as b{y -{-X — H- 9 ( j + a:) = bxy + a(y-i-x). 


(91) 




D’ailleurs, si Ton pose 


rV(o 

Jq 


dt = 2^(^), 


J — ^ -h 2^ 
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on trouvera 


f%iy- 


X -h 2^) ds : 


(p {t) dt = #(/ -H — #( J -- x). 


0t la s6Cond6 d6S formulcs (9^) pourra ctro rcduitc a 
, ) ,= ij! + ££!2: + ®(^ + *) + 4.,(,v-x). 

o 2 

L’equation (92), dans laquelle $, $, designent deux fonctions arbi- 
traires, est effectivement I’integrale generale de I’equation (87). 

Exemple 11 . — Soit donnee I’equation aux differences partielles 
^9-^^ dx^ dxdy dy^ 


(94) = 

On pourra lui substituer le systeme des deux formulcs 

(95) (D:,-Dy)sj=e“*+‘r, (D^-D^)^=:^i 

ou, en d’autres termes, le systeme des deux equations 


dsi dsi 
dx dy 


Qax+hy^ 


Or on tirera de ces dernieres 


dz dz 

dx oy ~ 


j r'^ Qax-¥hy Qh{x^y) 

Zi= e^^-^^(^^^-^^ds-hcp(y-hx)=-~ 1 - 9(7 

I ^ 

1 ^ ds + |^q,( J + a;) - j ds + {y 


Qax-^by 

(« — *)' 


9(74-^) ■ 


eHy^x) 


•j -l-?i(7 + ^) — 


e*(r+*) 


puis, en posant, pour abreger, 


pbn 

TW-J^ = ®W, T.(‘)+(J^. =*.(!). 
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on trouvera simplenient 

^ax-{-by 

(98) -5 = (^a ' —by + + 


L’equation (98), dans laquelle <E», designent deux fonctions arbi- 
traires, est effectivement I’integrale generale de I’equation (gS). 

Considerons enfin une equation lineaire aux differences finies par- 
tieUes et a coefficients constants, entre deux variables independantes 
X, y et une variable principale r;. Supposons d’ailleurs que les diffe- 
rences finies de comprises dans le premier membre de I’equation, 
soient toutes du meme ordre. Si cette equation est de I’ordre n et de la 
forme 

( AS 5 -t- AS"" AJ- ^ A|.g -h - - ■ 

I H- «„_,A^A;‘-‘5-Ha„A”:s = /(.■!?, j), 

on pourra, en se servant des notations precedemment adoptees, la re- 
duire a 

yjf ^ ,37^ Y ) 

(too) — ^’lAy) (A^ — /\Ay). . .(Ax I'nAy^z — j 


et lui substituer le systeme des formules 


(A^- 

^y) ^n~i 

(A,- 

' ^'2 ^y) 

(A^- 

/■n-tAy)3l 

(A*- 

‘ Ay) ^ 


La question se trouvera ainsi ramenee a fintegration de plusieurs 
equations du premier ordre, et qui seront toutes de la forme 

(102) {Ax—rAy)s=f{x,y). 

Nous montrerons dans un autre article comment cette integration 
peut etre effectuee. 

A la metbode dont nous yenons .de faire usage pour.integrer des 

2 Q 

OMui'res C* — S. U, t* VII. 
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equations lineaires a coefficients constants, on pent eu joindre une 
seconde qui s’appuie sur le tlieoreine dont voici 1 enonce : 

Theoreme. ~ Supposons que les leitres f, F, accompagnees on depourmes 
ddndices, designent des fonctions entieres quelconques, que la fonction 
entiere 

(10 3 ) F ( «>£, [ 3 , . . . , fx, . . . , t) 

soil dmsible par chacune des suwanies 

(104) Fi(of, p, fi, ..*,7), F 2 (a, p, .,.,9,1, IX, 


ei que la fraction 

f(oc, p, fX, 

i* ( cx, p, . . . , 9, Tv, jx, , . . , t) 


soit decomposable en plusieurs fractions de mime espece, en sorte qidon 
ait 


f{a, p, . . X, fx, . . .,t) fi(a, p, . . 0, X, t) , (a, p, . . , , Tj, X, fx t) 

-1 — - 


t Pj . . . , 6*, X, p., • . . , t) 1* 1 ( oc, p, . . . , 0, A, IX, , . . , x) 8'^ 2 ( a, [j, 0, Tv^ ix. 


.t) 


- 1 -.,, 


Soil d'ailleurs f{x, y, ..,,t) une fonction quelconque des variables in- 
dependantes x,y, ...,t. La valeur de a donnee j)ar la formule 


(io6) 


f(D^, Dy, . 

F{1)^, Dy, . 


* » Aj;) 

• » A/) 


f(x, y, 


e'est-d-dire V integrale generale de V equation liniaire 


( F(Da:, Dj, . . . , D/, A;;^, Ay, . . . , Aj;) 

( = f(D^, Dy, . . . , Djr, A^, Ay, . . . , f {^x , y, 

ou du moms Vune des valeurs de u, propres d verifier cetle equation, coin- 
cidera toujours avec la somme 


(io8) 


fl(D^,Dy, , 
"~F,{J[)^,l)y, . 

’ F,(R,,Ry, . 


• ? A;y, Ay, . . . , Ajf) 

• J A;j,, Ay, , . . , A|f) 

. , DA Aj,, Ay, . . . , Ai) 

• , 1 )/, A^, Ay, . . . , A^ ) 


f[x,y, ...,£) 
f (x, y, 
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Demonstration. — Soient les differents termes qui compo- 

sent le second membre de I’equation (io8). Cette equation donnera 

( 1 09 ) ^^2 ~i“ • • • 9 

et les fonctions u^, u^, ... verifieront les formules 

i Fj (Dx? Dy, ...» D(, Ax) Ay, ..., A/) Wj — U (D^, Dy, . .., A^, Ay, ...» At) y , 

( 1 10 ) I Fg (Dx? Dy, . . • , D^, Ax, Ay, .. ., A/) f, (Dx, Dy, . . • , D/, Ax, Ay, . . ., A/) y(.27 , y ^ 


De plus, comme chacun des rapports 

F(oc,[3, ...,0,7\., fx, F (oc, p, • . . , p-, . . . , ^ 

Fi (k, (3, • . . , 0, • . . , "t) f 2(^> . . . , •..,■?) 

sera, par liypothese, une fonction entiere de a, ... 0; 1, p., v, ..., t:, 
on conclura des formules (i 10 ) 


(UI) 


I F(Dx,Dy, ...,D„Ax,Ay, ...,A0 mi 

i F(Dx, Dy, ..., D;, Ax, Ay, ..., A;) 

\ “ Fi(Dx,Dy, ...,D«, Ax, Ay, ..„ A,) 

/ F (Dx, Dy, . . . , D(, Ax, Ay, At) U‘2 

■ — F(Dx,Dr.....D^ Ax, Ay,...,A,) 

I ~ Fs(Dx, Dy, ..., D(, Ax, Ay, ..., a/) 

\ 


b( Dy, ...,D/, Ax, Ay, ....At) f (jr. J", C? 
fa (Dx, Dy, ...,Di, Ax, Ay, . . ., At) },...,(), 


Enfin, comme, en vertu de I’equation (io5), on aura identiquement 


(112) 


0^, 

Dy, .. 

.,D„ 



.,A<) 


F(Dx, 

Dy, . 

• - , D/, 


Ay, . . 


F,(Dx, 

Dy, . 

..,D„ 


Ay, . . 


F(Dx, 

Dy, . 

• • ? D/, 

^Xt 

Ay, . . 

4- 

F2(Dx, 

Dy, . 


^X7 

Ay,.. 


■44fi(Dx,Dy, ...,D,) 
^f2(Dx,Dy, ...,D,) 


on tirera des formules (i 1 1)) ajoutees membre a membre, 

j F(Dx,Dy, ...,D*,Ax,Ay, ...,AO(K,+ «a + ---) 

I = f(Dx, Dy, . . . , D^, Ax, Ay, ...,At)f(a;,y, ...,t)- 
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Or il resulte evidemmentdel’equation (i i 3 ) que la sonime u, -i-z/aH-... 
est une valeur de u propre a verifier la formule (107). 

he theoreme qui precede fournit un nouveau moyeii de parvenir tres 
facilement aux integrales generales des formules (10), (ai) et ( 83 ). 
Considerons d’abord la formule (ro) ou (i 3 ), de laquelle 011 tire 


(r 4 ) 


7 = 


F(D)' 


Si les racines r,, 7-2, de I’equation (12) sont inegalos, on aura 


(ii5) 


I I I 

fV) - f'Tm 


Fq/’a) r — t'i 


+ 


F'(r:j T^,: 


et Ton conclura du theoreme dont il s’agit qu’on peut encore satisfaire 
a la formule (10), en prenant 


(116) 


^ /(^) . L_ /(•*■) 

“ F'(/-,) D-n ^F'(ra) IT^/a 


De plus, comme la notation 
017) ^ 

D — r 


D /■« 


sert a representer I’integrale generale de I’equation 


(D — /')7 =/(«), 


c’est-a-dire un produit de la forme 

(118) e'-^f e-'-=‘/(x)dx, 

il estclair que la formule (i 16) pourra s’ecrire comme il suit 

do, + ' dx + .. 




On doit observer que, dans le second membre de I’^quation (119). 
cheque integrale, etant indefinie, comprend.une constante arbitraire.’ 
Done la valeur de y, fournie par cette equation, renfermera n con- 
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stantes arbitraires et representera, aussi bien que I’equatioii (ii 4 ), 
I’integrale generate de la formule (lo). 

Si plusieurs des racines r^,r^, devenaient egales entre elles, si 
Ton avail, par exeinple, 

(l20) /■[ = 7'2= . , . ~ pj 

alors il faudrait, dans le second membre de la formule (ii 5 ), substi- 
tuer a la somme des m premiers termes le residu de la fonction 


relatif a la valeur p de la variable s, ou, ce qui revient au meme, le 
coefficient de j dans le developpement du rapport 


(122) 


I 

(/■ — p — e)F(p-i-£) 


en une serie ordonnee suivant des puissances ascendantes de £. Comme 
on aurait d’ailleurs 

I _ I , e £">-2 s'"-! 

/• — p — E /■ — p (r — p)^ (/■ — p ( 7‘ — p )"‘ ^ ‘ ’ 

et, par suite, en faisant, pour abreger, = E, 

I El ■ E I E 1 

(/' — p — £) F(p -+- s) £"‘ r — p (/• — £ (r — p)"* ' 

il est clair que le coefficient de dans le developpement du rap- 
port (122), serait ce que devient le polynome 

- ,, 1 d'”-‘E I I dE I , „ t 

^ 1 .2.3. . .(m — 0 /■ — p ■■■**'1 de (r— p)'"-*”^ (/■ — p)'"’ 

quand on pose, apres les differentiations, s = o. Il en resulte qu’on 
devrait, dans Thypothese admise, modifier le second membre de la 
formule (i i 6 ), en y remplagant la somme des m premiers termes par 
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expression 


(124) 


I _ fix) I <)E fix) ^ fix) 

1 . 2 . 3 . I) I)— ds (]J— p)'«-i 




ou plutot par la suivante 
(l 20 ) R»i_i + Rm -2 p +. . .-H Ri 
dans laquelle 

/ zun t~v 1 . 2 . 3 ... 77Z 

) 1^0 p("j)(p) ’ 1 ^ 2 ) •■•) R/re-i 

designent les valeurs des coefficients 


R„ 


./■(^) 


(D_p)«.-i ^ ““(D— 


(127) 


s'" 

FipTaj’ 


1 

L P(P + ^) 

I ds ’ 


gf/t 

-L 

1.2 ds ^- 


.2. 3 . ..(/«. — I j 


E(p4- £) 


ds" 


correspondantes a une valeur nulle de e. De plus, comme ia notation 


sert a representer I’integrale generale de I’equation 

, , , i^~>Ty=fios), 

c est-a-dire le produit 

(^^ 9 ) f ^~'’“fi^) dx", 

on peut evidemment a I’expression (laS) substituer la suivante : 


(i3o) rf*[R,„_,/e-PV(^)«i. 2 P + R,„_,/ fe-P^fix)dx^+...+ R^ff..,^ fix)dx'"]. 

Les diverses formules que Ton vient d’obtenir s’accordent avec celles 
que nous avonsetablies dans les Legons donnees a I’Ecole Royale Poly- 

technique, ainsi qu’avec la formule (14) de la page 204 du Volume 1 
des Exercices (' ) . 


(‘) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. a54. 
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Considerons maintenant I’equation (52) de laquelle on tire 


(i3i) 


7 = 


/(^) 

F(A)- 


II suit du theoreme precedemment demontre que, si les racines 
r„, /•„ sont inegales, on verifiera encore I’equation (5i), en pre- 

nant 


(i32) 


7 = 


I /(^) 
F'(/-i) A — /'i 


I /(^) I f{x) 


ou, ce qui revient au meme, 


1 7=p7^(i+''iy‘ 

(t33) I + 


II est bon d’observer que, dans le second membre de I’equation (i33), 
chaque integrale, etant indefinie, comprend une fonction periodique. 
Done la valeur dey, fournie par cette equation, renfermera n fonctions 
periodiques, et representera, aussi bien que la formule (i3i), I’inte- 
*grale generale de I’equation proposee. 

Si les racines r^,r^, ..., devenaient egales, p designant la valeur 
de chacune d’elles, il faudrait, dans I’equation (i32) ou (i33), sub- 
stituer a la somme des m premiers termes Tune des deux expres- 
sions 


.,3/^ R /M-hR +R,_Jl£)_ + R„^£i£L., 

(I54) ‘(A — p)"*-' "(A — p)'« 


(i35) 


(t+p)^ + . 22 (i + p) 

+R.22-2 (l-4-p) 


Considerons enfin I’equation (83). Si Ton pose dans cette equation 
(i36) /(a;, 
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ou, ce qui revient au meme, si Ton fait 
( i 37) f(^, r) = =//• • •./7(^> 7) dy-~\ 

\}y 


elle donnera 


(i38) 


T)«-l 


D"F, 

■ J VD 


D, 

y 


wr 


(Rx — ^’iRy ) (Rx — ^'aRy) (Rx ^ «^V) 


f(^. 7); 


et comme, en supposant d’abord les racines , r.^, . . ., itiegales, on 
aura identiquement 

Rr‘ 


^o(Rx"” ^ 1 Ry) (Rx ^ aRy ) • • • (Rx ^ wRy ) 

I I I ' I 


-H . . . + 


F(77) D^- r^Dy F'(r7) R^— /-^Ry F'(/-„) R.,.— /^.Ry 

on tirera de I’equation (i38) et du theoreme precedcmmcnl demontre 
. — _i_ f(^>7) L_ f(^>7) , > <'('^^7 ) 


(> 39 ) - - R.- r.Ry 

De plus, eomme la notation 
(i4o) 


. “1- 


F'(/'„) Rx-- /vRy ,, 


7) 

Rx - / Ry 


sert a representer I’integrale generale de I’^uation 

(Rx >'Ry)^ f 7)> 
c’est-a-dire un produit de la forme 

,y+r{x—s)'}ds-¥-<f{y+rx), 


(i4i) 


la lettre (p designant une fonction arbitraire; il est clair que la for- 
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mule (iSq) pourra s’ecrire ainsi qu’il suit 


(142) 




y + /*! (^' — s )2 ds -!” 9i (/ 4- /'i 3 c) 




Cette derniere valeur de .s, renfermant n fonctions arbitraires, repre- 
sentera, aussi bien que la formule (i38), I’integrale generale de 
I’equation proposee. 

11 est important d’observer que, dans I’equation (142), on pent 
attribuer a la fonction i(x,y') I’une quelconque des valeurs propres a 
verifier la formule (i36) ou (137), etsupposer, parexemple, 


(i43) f{w,y)=J ^ ••■jf 

Dans le cas particulier ou la fonction /(a?, y) s’evanouit, I’equa- 
tion (i 43) donne pareillement f(.r, 7/) = o, et la valeur de se re- 
duit a 


(i44) 5 = <p,(j + /•,.«) + ©2(7 + r\x)-h...-hf„{}' -h i\x). 

Si les racines r^,r.:,, . . . , devenaient egales, p designant la valeur 
de chacune d’elles, il faudrait, dans le premier membre de I’equa- 
tion (139), substituer a la somme des m premiers termes le polynome 


(145 ) 


Rn 


H^,y) • 

D.-pIV 


IE, 


Dyf(^. j) 
-^(D^-pD^)^ 


+ Ro 


(Da: — pDj.)“ 


Or il est facile de calculer ce polynome, quand on regarde comme con- 
nues les expressions de la forme 


(i46) 


(D,-rDy)" 


D’ailleurs I’expression (146) n’est autre chose que I’integrale generale 

OEuvres de C. — S. II, t. VII. 
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de I’equation 

(■47) (D,-7-D,.)«-- = /(^,7), 


et cette integrale, que fournit la premiere des deux metliodcs ci-dessus 
indiquees, peut s’ecrire ainsi qu’il suit 


(. 48 ) 


I (a. — s)“-‘ 

) ^ -4 Da.S... («-.)■/ J + 

I 91(7 + + ra;) X cp„_t (f -h- rx) + 9„(j+ rx). 


Done le polynome, qui doit etre substitue a la somme des 
mierstermes, dansle second membre de I’equation (iSq), lorsque la 
condition (z2o) se trouve remplie, e’est-a-dire le polynome (i45), sera 
equivalent a I’expression 


(■ 49 ) 


I H-x; 


f(^, j-j- pjr p5) ds 


+ R,„_, + 


R„ r' — ‘ d” ‘f(s,f + px-ps) 

I.2.3 ...(ot — l) ^ytn-l “'5 

X (Sf„^_^{y-]-px) H- ©m-,(j-|-pir). 


.{m — i) 

■ a;"'-* o (j + px) + X"^-- 9, {y + px) 


La formule ( 83 ) n’est pas la seule equation lineaire aux differences 
partielles qui s’integre a I’aide des methodes exposees dans ce para- 

graphe; et I’onpourraitappliquerces methodes a I’integration de beau- 
coup d’autres equations du meme genre. Considerons, par exemple, 
I equation aiix differences partielles 


(i 5 o) — 

dx* dx^ dy^ 

ou 




d^f 

d/* 


2 


> ■ d^' 


(i 5 i) [a*D‘ - - 2 (a^D^ + ) + j] - 

Comme on aura identiquement 

«‘D‘ - ~ 2 (a’-D| + , 

= JD^+i) (aD^-t- bJ)^- 1) ,) (aD,_ Z,D^- i), 
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il est clair que, pour obtenir I’integrale generale de I’equation (i5o), 
il suffira d’integrer successivement les quatre ^uations du premier 
ordre 

(aD^-l- 6Dj.+ i)33 = /(j?, j'), 
bDy — i) ^2— -^3) 

(^XDj- 6Dy--l- l)^|“ ^2, 

( ^'D^; ^Dy 0 ^ 

ou, ce qui revient au meme, les quatre equations 


/ 

(i5a) I 


([53) 


I Oz^ 

dz, 

dz 


df 
av 

r dz, 

b -+- S] 

dy 




I j * 3~ 

\ ax ay 


Or I’integration d’une ^uation du premier ordre peut toujours etre 
effectuee par les methodes connues, sans aucune difficulte. 

Je montrerai, dans un autre article, les avantages que presente I’em- 
ploi des notations 


quand on se propose d’integrer des equations lineaires aux dilferences 
finies ou infiniment petites, melees ou non melees, et a coefficients 
constants. 
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On a vu, dans I’article precedent, qu’il etait facile d’integrer les for- 
mules (lo), (Si), ( 83 ) et (99) du § IV, quand on connaissait les inte- 


grales 

generates des quatre equations du premier ordre 

(0 


Oil 

II 

(2) 

Ar — '■/ 

ou 

(A —r)y =/(a;), 

( 3 ) 

% -"I 

ou 

(1)^ Py ) " — y ( J 

( 4 ) 


ou 

(A^ — /•Ay)5 =/(.*-•,; 


Nous aliens montrer ici le parti qu’on pent tirer des caracteristiques D 
et A pour integrer ces quatre equations, dont les trois premieres ont 
ete souvent traitees par les geometres. 

Considerons d’abord I’equation (i). Si Ton y suppose /(x) — o, elle 
donnera 

^—rdx, !(/) = /-.r + const., 

et par suite 

(5) r = 3e''*, 

8 designant une constante arbitraire. Mais, si la fonction f(x) cesse 
d’etre nulle, alors, pour que la formule ( 5 ) continue de fournir I’inte- 
grale cherchee, il faudra necessairement y remplacer la constante © 
par une fonction z de la variable x. Posons, en consequence, dans le 
cas dont il s’agit, 

(6) j = 

En substituant la valeur precedente de y dans I’dquation (t), et ayant 
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egard a la premiere des formules (12) de la page 201, on trouvera 

(D — 7') [e™^] =r e<'^l[is—f{x), Ds = 

et par suite 

(7) — g — j f i^x) dx , 

Done la valeur cherchee de j sera celle que presente la formule (8) de 
la page 210, savoir 

( 8 ) r — /( ^ ) dx. 

II est bon d’observer qu’on peut integrer de la meme maniere I’equa- 
tion lineaire 

( 9 ) (D — /■)™7 = /(a;). 

En effet, si Ton substitue dans cette equation la valeur de j tiree de la 
formule (6), et si Ton a toujours egard a la premibre des formules (12) 
de la page 201, on trouvera 

(D — /•)™[e’’'^5] = e™D''5rr f{x), D«x; = 

et par suite 

( I o ) s —j y . J 'e- ™ /( ar ) dx’^, 

(u) y — . . . I e~''^ f (x) dx" . 

On pourrait encore parvenir aux equations (8) et (ii) a I’aide des 
remarques suivantes. 

Si, dans la formule deja citee a la page 201, on remplace la fonc- 
tion /(«) par le produit on en conclura 

(12) F(D)[/(^)] = e™F(D + /-)[e-'--/(i!p)]. 

De plus, il est aise de s’assurer que I’equation (12) subsiste dans le 
cas oil la fonction F(D) cesse d’etre entiere, et devient fractionnaire. 
En partant de ce principe, on tirera immediatement de la formule (i). 
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ainsi que I’a observe BI. Brisson, 

('3) j = dx. 


et de la formule (9) 


Considerons maintenant Tequation (2). Si Ton y suppose d’abord 
f(x) — o, on en tirera, en designant par h la difference finie de x, et 
par #(.«) la valeur generale de_y, 

{x + h) — !^{x) = 7vf (a?), 


on, ce qui revient au meme, 


et par suite 


3(x + h) =z{i + r) ^(x), 
S{x + 2/i) = (1 + /•) ^(x -)■- h). 


.#(a; + /i/i) = (i + r)cf[a7 + (rt — i)A]; 

puis, en combinant ces dernieres formules par voie de multiplication, 
on trouvera 

-'fix + n/i) — {i-i-r)'‘ff{x). 

Si, dans I’equation (i 5 ), on attribue a x une valeur particiiliere 
elle donnera 

Bnfin, si 1 on pose dans I’equation (16) x^ — 0, nh — x, on en con- 
clura 

Par consequent, lorsque a; sera un multiple de h, la valeur dey propre 
a verifier I’equation 

{18) 


A/ — ^7=0 



A L’ARTICLE PRECEDENT. 


239 


sera de la forme 

X 

(19) J — (n-r)'‘a, 

a designant la valeur constante de y qui correspond a = o. 

Concevons a present que la variable x, et la fonction /(x) comprise 
dans le second membre de I’equation (2), reprennent des valeurs quel- 
conques. Alors, pour que la formule (19) fournisse encore I’integrale 
de cette equation, il faudra que la constante a soit remplacee par une 
fonction z de la variable x. Posons en consequence 

X 

(20) y—{i-\-ry‘z. 

En substituant la valeur precedente de y dans I’equation (2), on 
trouvera 

(21) (A-/-)[(n-r)'‘J=:/(a;). 

D’ailleurs, si Ton ecrit A — r au lieu de F(A), et ^ ^ ^ au lieu de r, 
dans la seconde des formules (12) de la page 201, on en tirera 

(22) (A — /•) [(i -t- 7 -)^ J = (i -t- /•)* As. 

Done I’equation (21) donnera 

As=r/(. 37 ), A3=(n-r) ^ f{x), 

et par suite 


( 23 ) 


(! + /•) '' /(«) 

A 


= 2 ( 1 +- '■) * /(^) 

X 


la valeur de Tintegrale aux differences finies comprenant une fonction 
periodique. Done la valeur dey, propre a verifier Tequation (2), sera 
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celle que presente la formule ( 55 ) de la page 217, savoir 

£—1 _ — 

(24) jK = (I + 

II est bon d’observer qu’on pourrait integrer de la meme maniere 
I’equation lineaire 

(20) (A — 7-)"j=/(a3). 

En effet, si Ton substitue dans cette ^nation la valeur de j tiree de la 
formule (20), et si Ton a toujours egard a la seconde des formules (12) 
de la page 201, on trouvera 

(A — r)"- [(i + =: (iH- = /(.2?), 

^'‘z = {i + r) i‘ 7 (^), 

X 

(h-/o"'‘22;- ••!;(>+'•)” V(^)- 


et par suite 

(26) 

(27) 


On pourrait encore parvenir aux equations (24) et (27) a I’aide des 
remarques suivantes. 

Si, dans la formule deja citee de la page 201, on remplacc r par 
etlafonction/(^t;)par le produit (1 + r)“ y(a;), on en con- 


clura 

(28) 


X 

F(A) [/(a;)] = (i + /•)'' F[(i + r) (i + A) 



.r 

V(^) • 


De plus, il est aise de s’assurer que Tequation (28) subsiste dans le 
cas ou la fonction F(A) cesse d’etre entibre, et devient fractionnaire. 
En partant de ce principe, on tirera immediatement de la formule (2) 


(29) 




A-i 
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et de la formule (25) 


(3o) 


/(^) _ / , , J (i4-r) '‘f{xy 

(A — /')" ^ ’ (i + /-)"A'‘ 




Passons maintenant a I’equation (3), et soit 


(30 


z — ff{a:,Y) 


uiie' qiielconque des valeurs de propres a verifier cette equation. 
Si Ton congoit que la variable y devienne elle-meme fonction de 
la variable x, et si Ton designe par '( la valeur que prend alors la 
variable on au.ra, en considerant y comine line fonction de x, et 

(32) ? = of(d?, j)r=3, 


et par suite 
(33) 


dX, ^ 

dx dx ^ dy 


D’ailleurs, pour faire coincider le second meinbre de la formule (33) 
avec le premier membre de Tequation (3), il suffira de supposer 


(34) 




ou, ce qui revient au meme, 

(35) y = e-rx, 

© designant une constante arbitraire. Alors la formule (33) se trou- 
vera reduite a 

dS ds .d- 
dx~~ dx ' dy’ 

et pourra s’ecrire comme il suit 
(37) DxS = (Da:~ 

OEuvres de C. — S. II, t. VII. 
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Ajoutons que, dans la meme hypothese, on tirera de I’equation (3) 
(3S) {Yi^-rJ)y)z = f{x,e-rx). 

On aura done definitivement 


(Sg) D*?=:/(a', 8 — r^). 

Or I’integrale generale de cette derniere equation est 


(4o) 


— rx) d^=j‘ f{s, £ 


rs) ds - 


o 

s^l, 


.r,) designant une valeur particuliere de x, et s, line nouvelle con- 
stante arbitraire qui pourra dependre de la premiere d’une maniere 
quelconque. Done, si Ton represente par une fonction arbitraire 
de 3, la valeur la plus generale de 'Q, exprimee en fonction de a? et 
de 8, sera de la forme 


(40 



3 — j's ) ds — 1“ (P ( 0 ) , 


II importe d’ observer qu’on ne diminuera pas la generalite de cette 
valeur de en reduisant a zero la premiere limite de I’integration 
relative a s, e’est-a-dire la quantile x„. 

En resume, toute valeur de z, propre a verifier I’equation (3), 
prendra la forme 


(42) 


- /(x, 8 — rx) dx, 


ou la forme equivalente 


(43) 



— r^) ds H- i5)(8), 


quand on supposera aj et j lies entre eux par I’equation (35) ou, ce 
qui revient au meme, par la suivante : 


Done alors cette valeur de ne differera pas de celle que fournit une 
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equation de la forme 

( 45 ) z — [ /( ,?, y + /■ — rs^ds-^o (_>■ r a;). 

Cette conclusion devant subsister quelles que soient les valeurs de -x 
et de ©, par consequent quelles que soient les valeurs de .%■ et de r, 
I’equation (45) sera evidemment I’integrale generale de I’equation (3). 

Si, dans les calculs qui precedent, on echangeait Tune contre I’autre 
les variables x et j, on reconnaitrait : i° que, dans le cas ou ces va- 
riables sont liees entre elles par I’equation (44)» I’une quelconque des 
valeurs de - tirees de I’equation (3) se presente sous la forme 

(hG) " r 

oil sous la forme equivalente 

(47) ==-7 

2 ° que I’integrale generale de I’equation (3) peut s’ecrire comme il 
suit : 

( 48 ) z=—j C f(^x-h^ — j\ds + <f{x + rx). 

.Vo 

Ajoutons qu’ordinairement la function changera de valeur dans le 
passage de I’equation (45) a I’equation (48). 

La methode que nous avons employee pour integrer I’equation (3) 
s’appliquerait encore tres facilement a I’integration de 1 equation 
lineaire 

(49) (D^-/-Dy)«5=/(^, J). 

Admettons en effet que I’inconnue s doive verifier I’equation (49)- 8i 
Ton nomme toujours C la function de a; a laquelle z se reduit, quand 
les variables x Qty sont liees entre elles par la formule (44)i on trou- 
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(53) 


•m 

vera, comme ci-dessus, en supposant y = G — riv. 


(32) 

(37) D^C=:(D^-/-]V).-. 

Ola pose, concevons que, dans les polynomes 


^ _ ._£±_ 
dx^ ^ ' dx dy 



^_3r_i!£_ 

dx^ dx'^ dy 


dx dy‘‘ 


dy^ 


= (D,,- /•IV)^.-, 


qui representent generalement des fonctions do x o(; de y, on continue 
de regarder j comme equivalent a e — rx. On tirora evidomment de 
I’equation (Sy), dififerentiee n — i fois par rapport a x, 

(So) DS?=(i).,-rD^)«=, 

puis Ton conclura de cette derniere, combinee avec requatioii (4o)> 

(S') DS?=:/(^,3-r^). 

Or I’integrale generale de I’equation (5i) sera 

(S2) K=ff...ff(,x,Q-rx)dx\ 

Oil, ce qui revient au meme, 



I 

I . 2 . 3 . . . ( /^ — I ) 




rx) dx - G - /-.r) dx + . . . 

±: / «"-'/( ,r, G — r.r)dx 


et, SI Ton met en evidence les constantes arliitraires introduites par 
1 integration, elle prendra la forme 


( 54 ) 


[ K=ejx'^-' -Jr . . 

-h -t- S„ -H r — (fg — ■?)"-' ^ 

•4. '•2.3...(rt— !)•'('’ 


rs ) ds. 
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Ces constantes pouvant d’ailleurs etre des fonctions quelconques de : 
la valeur precedente de 'Q pourra s’ecrire comme il suit : 


( 55 ) 


j cp, ( S) + 92 ( 3 ) + . . . -h ( 3 ) + 9„ ( 8 ) 

< ^ c Vi — 1 

I +X„ ® ~ 


En resume, toute valeur de propre a verifier I’equation (49). 
prendra la forme 

{ 56 ) - = ff. ■ - j /(^, Q — rx) dx" , 

ou la forme equivalente 

9 j(S) ®,(3) . .-I- a;(p„_i(3) -t- 9^(3) 

( 67 ) I — s)”'-\f{s, 3 — n<) 


_ — sY-\f{.t, ■< 

J 1.2.3... (/I ■ 


■I) 


- ds, 


quand on supposera ^ ety lies entre eux par I’equation ( 44 )- Done 
alors cettc valeur de s ne differera pas de celle que fournit I’equation 


( 58 ) 


- — f — f{s,y + i'X—rs)ds 

’* 0 

-H 9i(/-{- ra^) + • 

\ 4 - X cprt_i (j 4- rx) 4- 9,i ( 7 H- 


Cette conclusion devant subsister quelles que soient les valeurs de^r* 
et de 0, par consequent, quelles que soient les valeurs de a^et de y, 
Tequation ( 58 ) sera evidemment Tintegrale generale de Tequa- 
tion (49). 

Considerons enfin Tequation ( 4 )* Si Ton designe par Ax = h,Ay^ k 
les diflPerences finies des variables independantes x^ 7, et par^(a?,7) 
la valeur generale de la variable principale s, cette equation pourra 
s’ecrire comxxie il suit 

(Sg) §{po 4- h^y) — r §{x, 74-^) — (i — ' f')i {x^y) 7)> 
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et Ton en conclura successivemcnt 


/ h, y) —r'${p,y + k) + (r — /•) i{x,y) +/(.r, y), 

^(x + 2 h, y ) — rS{x-+-h,y-V- k) -t- ( i — /• ) .f {a- h / (.r h- h , y ) 

= (ar, / 4- 2 A- ) + 3 /• ( I — /■ ) i(, r , + A ) H- ( I — /■ ) - i (.r , .)•) 

-1- +■ !') H- (i — r)J\.v, y) 

+/(.-r-t-A, j). 


Soit main tenant n un norabre entier quelconque. Pour obtonir la valeur 
generale de §(x -+- nh,y) exprimee a I’aide dcs quantites 

ff{x,y + nk), S[x,y-^{n — i)k)], 

on commencera par observer qu’on a identiquemont 

(6 j) §{x h- nh,y) = {1 + A^)’^. 1 (x,y) r= (1 + A,„)"s. 

De plus, le rapport 

(i-f-A^)”-(iH-rAy)« _ (1 + Aa)"— (t + /'Ay )" 

K—rAy (i-l-/'Ay)"“ 

= (1 + Aa,)"-'-!- (i H- A.,)""^(i -H rAy) H-. . . 

+ (l + Aa,) (l H- /• Ay)™““-4- ( I +■ /-A,.)"-' 

etant une fonction entiere de Ay et A^, on tirera de I’equation ( /| ) 

1 [(1+ Ax)" — (l 4- /•Ay)«]j 

{62) I =[(1 + Ax)"-‘ 4 -(h- A x)“-’‘(n- /-Ay) H-. . . 

( + (i H- A^) (i H- /• Ay)»-2 4- (1 + /■ Ay)«-']/(.r, j), 

et, par suite, 

S{x-i- nh,y) = {i-^ A^Yz 

— ^{x,y) 4- [(i 4 - Ax)"-' 4 - (i 4- Ax)"~^ (i 4- rAy) 4- . . . 

+■ (!+■ Ax) (l 4 - /•Ay)'‘-“-t- (t 4- /-Ay)"-*]/!.*, 4), 

ou, ce qui revient au meme, 

I 4 " nhj y^ 

(64) j = (I + rAyY^{x,y) 4-/[^ 4 - (« - i)h,y] + (1 + rAy) f[x 4 - (rt - a) /i,y] + ... 

4 - (i 4- rAy)»- 2 /(^ 4 - h,y) 4- (l 4- /•Ay)«-‘ f(x,y). 
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Comme d’ailleurs on aura evidemment, pour une valeur entiere de m 
et pour une valeur quelconque de f{x,y). 


(I -t- /-Aj.)"' y) = [/-(I + Aj.) I - /•]“/(•»> J) 


/•'"(i-hAj,)" 


m 


i 

in 


(iH- Aj.)'«-* H- .. . 


(65) 


^ r{i — /•)'«-* (i + Aj.) H- (i — /•)" 




. y ^ /-"'-I (i — r)flx,y^(m — i)k]- 


-j- 7'(i — r)"^-'^f{x, y + k) + (i — 7). 


il cst clair quo la formule (64) donnera 

S{x + nh,y) 

— r"-S{x, y + nk) + j r"-^(i —■r)if[x,y-h (n — i) A'] - 1 -. . .-t- (i — /•)" 

-+■ '■““* /['*■' 7 + (" — i)^’] -I- — — 7-)/[a?,_x + (« — 3 ) A-] + . . . + (i — /•)“-* /(■»> 7) 

+ /•«-= /[^-hA, a)A-] + r'^->(i-r)/[x + /i,y-h(n-3)k] (i - /■)«-=/( J? + 7 ) 


+ /'/[^ H- (« — 3 ) /i, j 4- A-] H- (i — r)/[^^ H- (n — 2 )/i,y] 

+ — 0 /' 57 ]- 

Cela pose, si Ton designe par ir„ une valeur parti culiere de la va- 
riable a;, et par 

9 ( 7 ) = '^(‘^ 0 , 7 ) 

la valeur correspondante de ^(ir,y), on trouvera 

= /•« cp(y-t- nk) -h ^ /•''-» (i — ?•) 9 [7 4- (« — 1) A-] H- . - . -h (i — 7-)“ 9 (7) 

+ y -h (n — r)A"]4- >■'‘--(1 — r)/[Xo, y + (n — 2 ) k] 4- . • .-4 (i — 7‘)““‘ 7 ) 

-Hr«-^/[.ro-+-A,7-i-(rt— 2)Ar]4-^-^7''‘~®(i— 7’)/[-7?o-t-A,74-(7i— 3)A]4--..4 -(i — /■)"'"V(‘^o-4/i,7) 



+ (7* — 2)/«, 74- A] 4- (l — '')/[^0-+- (« — 2)A) 7] 

+ /[. 27 o 4 -(n --1)^,7]. 
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Cette derniere equation coincide avec la formulc 

j i nh,r) = (i + r^yY<D{y) -h/[..eo H- (« — 

(68) j {1 + — ‘0 ,•’] 1 ■ 

f + (n-rA,-)"-'/(.r,„,K), 

que Ton deduit de I’equation ( 64 ) en posant .r = .x„. 

La formule (67) ou (68) suffit pour determiner la valour de I’in- 
connue = #(a?, j) correspondante a x~w^-\-Tih, quand on consi- 
dere comme donnee la valeur (p (/) de z, correspondante a a; = .t,,. 

Dans le cas particulier oil Ton a f{x,y) — o, la formulc (4) se re- 
duit a 

(69) Aa;;=/' Aj Z, 

et Ton tire de I’equation (68), en posant .i?,, = o, x — nk, 

(70) z = — 

Si Ton transformo la valeur precedcnte de 1;, a I’aide ties notations et 
des principes ci-dessus etablis (p. 202 et suiv.), on trouvera 

X 

(7O 5 = [i H- /■ (gif V-i — i)p (p(r), 

la lettre caracteristique p etant relative a la variable 7. En d’autres 
termes, on aura 

— oo — eo 

Or il est facile de s’assurer que la valeur de z, donnee par la for- 
mule (71) ou (72), verifie I’equation (69), non seulemcnt quelle que 
soit la fonction arbitraire 9(7), dans le cas oil la variable x devient 
un multiple de h, mais aussi quelle que soit la valeur attribuee a cette 
derniere variable. On peutmeme, pour plus de generality, substituer 
a 9(7) une fonction zs(^x, 7) des deux variables x, 7, qui, etant perio- 
dique relativement a Invariable x, et propre a verifier la condition 


( 73 ) 


K^{x,y)=o, 
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renfermerait d’une maniere quelconque la variable y. Alors, au lieu 
de la formule (71), on obtient la suivante : 


Ajoutons que les valeurs de determinees par les formules (72) et 

(74) , peuvent Tune et I’autre se deduire de la valeur plus generale 

(75) s = S(P[l-Hr(/>-l)]V j, 

dans laquelle le signe S indique une somme composee de termes finis 
ou infiniment petits, semblables au produit 

( 76 ) 'P[i + r{p — i)y‘p^, 

la lettre p, une quantite reelle ou une expression imaginaire qui varie 
d’un terme a I’autre, et la lettre P, une function des trois variables/?, 
X, y, qui soit periodique relativement aux deux dernieres, c’est-a-dire 
propre a verifier les deux conditions 

(77) Aa;P=:0, AyP=0. 

La valeur de 5, donnee par la formule (73), verifie evidemment I’e- 
quation (69), et il est naturel de penser qu’elle offre I’integrale gene- 
rale de cette meme equation. Mais il serait peut-etre difficile de le 
demontrer rigoureusement. 

Revenons a la formule (68). Si Ton y pose ®(v) = 0, — o et 

nh = X, elle donnera 

[ 5 = §ia), y) =/[(n — i) A/] (H- rA^)/[(n — 2) /»,/] -h. . • 

(78) I ' +(, + rA^)-</(o, 7 ), 


ou, ce qui revient au meme, 

j 4- [1 + i)]" V(o>/) 

- r-d&di 


OEuvres de 6\ — S. Il, t. YII. 
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(So) / 


D’ailleurs, si Ton designe par la notation ^/(.•r) I’integrale aux dil 

0 

rences finies Ae f(x), prise a partir de x = o, on troiivcra 

I f[(n - 1)/^, p] + [i + x)]/[(„ _ a)/,, ^.3 [, ,)]«- 

— [1 + I /'(o, pi) ^ -I- +. — I 

(• j4-,.(e4fv'-i_i) ■■■ I , +,-(e*N'^IIT7p=7| 

= [1 + — i)]* [i-t- /•(e'tPv/^— i)J pi). 


(81) 


En consequence, la formule (79) pourra etre reduite a 

: = [i 4 - r)]'‘ ^ [' + i)]" VC'^', j) 

0 

/'(e/'f v^-*- 1)]* [n- /•(e'*'Pv'=i - ,) I '''/(.j;, pi) efj(y-|x) 


Or il est facile de s’assurer que la valeur preccdente dc verilie I’e- 
quation (4), non seulement dans le cas oii la variable ost un multiple 
de A, mais encore quel que soit a;. Si Ton designe par a cette mmne 

valeur de etpar u + e I’integrale generale de rcquation (4), on aura 
tout a la fois 


(82) 

et, par suite, 


A^u — rAyU = f(.x,y), 

Ax(u + (') — rAy{u -+- (>) = f[x, y) 


A^v — rAyV:=zO. 

Done, pour obtenir I’integrale generale de I’equation (4). il suffira 
d ajouter au second membre de la formule (81) la valeur la plus gene- 
rale de V propre a verifier la formule ( 83 ), e’est-a-dire. I’integrale 
generale de I’equation (69). 

II est boD d-observer qae, si k la yaleur de a, fournie par I’equa- 
ion (81), on ajoute le second membre de la formule (74), la somme 
iera une nouvelle valeur de s, propre a verifier I’equation (4), et pourra 
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s’ecrire comme il suit : 

(84) ^ = [i + r(e*P\/-i — 1)]'‘ I + — i)] “ f{x,y)+rs{x,y'j^, 

I’integrale indiquee par le signe ^ etant indefinie, et rs(x,y) etant 
une fonction arbitraire, distincte de celle que comprend la for- 
mule (74)» mais toujours assujettie a la condition ( 73 ). Ajoutons quo 
la fonction arbitraire et periodique xs(x,y^ peut etre censee comprise 
dans I’integrale indefinie, ce qui permet de reduire I’equation (84) a 
la forme 

X ^ X 

(85) = i)]* [n- r(e*PV=‘— i)] f{x,y). 

Dans le cas particulier ou Ton a 

f{x,y)—e’‘r^{x), 

on pent satisfairc a I’equation (4) par une valeur de de la forme 

z = <p(«), 

pourvu que Ton suppose 

Aa; ffl (^) — r (e*'* — I ) 9 (^) = F (a?), 

OU, ce qui revient au meme, 

tp {x) = [! + /• (e^* - i)f + r {e’“‘ - 1)] F(a:). 

Par consequent, on verifie I’equation 

( 86 ) ^^z — r^y.z — e<>yI(x) 

en prenant 

£_i 

(8,) s=:e*r[i-Hr(e** — i)]* 2 

Or cette derniere valeur de z est effectivement Pune de celles que 1 on 
deduit de Fequation (85) en y posant 


/(^» j) 
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Afin de moiitrer une application des principes qiie nous venons d’e- 
tablir, concevons qu’il s’agisse de trouver I’integrale de I’equation 

(88) Aa:3 — /•Ayxr = e«®+*3' 


pour une valeur de x multiple de h, et en supposant nulle la valour 
de^qui correspond a a; = o. Dans ce cas, on tirera de I’equation (8i) 

£-1 ■** 
r — i)]^' ^ [i - 1 - — i)] ^ 

0 

^ x 

= [i-l-r(e**— i)]^' [H- 0] 

0 

et comme on a d’ailleurs 



(90) 



* _r 

^[n-r(e“— i)] * 
0 


D_+ /•_(«** — ■ I )] — r 

[iH- /■ (e** — I )j~‘ e“* ~7 


on trouvera definitivement 


( 91 ) 


e®*— [r+r(e**— i)f ® • 


II est, au reste, facile de s’assurer : i" quo la valeur precedente de z 
verifie I equation (88), lors meme que x cesse d’etre un multiple de A; 
2 “ qu’elle s’evanouit avec x. 

II est important de remarquer qu’en vertu des principes etablis a la 
page 2 du premier Volume (') les notations 


(92) (i + r)*, (i + r) ^ 

et autres semblables, comprises dans les formules de cet article et do 
I article precedent, doivent etre abandonnees, lorsque, la variable x 


(‘) QEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. i3 
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cessant d’etre un multiple de h, les quantites 

(gS) • 1 + i), ... 

deviennent negatives. Mais, pour etendre aux cas de cette espece les 
formules que nous avons obtenues, il suffira d’y remplacer les expres- 
sions (92) par les procluits 


(94) ( — I — r'f e , ( — I — /■) * , [ — i — /-(e**— i)]*e , 

toutes les fois que les quantites n- r, i + r(e** — i), . . . deviendront 
inferieures a zero. Ainsi, par exemple, si dans requation(a) on prend 
r=: — 2, comme on en conclura 

.r X 

i-t-r = — I, ( — I —/■)*= I* = 1, 


on devra, dans la formule (24) qui represente I’integrale de cette 
equation, substituer aux exponentielles 

(H-/')* , (n-r) '' 
les deux expressions imaginaires 






Done I’integrale generate de Tequation 
(95) A7-H2J = /(«) 


sera 

(96) 


, U Ve ^ f{x). 


Si Ton suppose en particulier/(a;) ^ e^, I’equation (qS) se trouvera 
reduite a 


(97) 


Aj -f- 2 




Dans I’equation (loo), la fonction par la for- 

mule (99), est une fonction periodique assujcltie a changer d(i signe, 
en conservant, au signe pres, la rneme valeur, (fuaiid on fait croitre la 
variable x de la quantite h. II est facile de s’assurer (jin*, sous cette 
condition, la valeur precedente do y verifie elfeclivenioiit Ihajiia- 
tion (97). 



SUR LA 


TRANSFORMATION DES FONCTIONS 

Qtll KEPRESENTENT 

LES IIVTEGRALES GENERALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELIES LINEAIRES. 


Nous avons fait voir precedemment (p. 4o et suiv.) comment on 
poiivait integrer des equations differentielles lineaires a coefficients 
constants, et quelquefois memo a coefficients variables, lorsque I’in- 
connue et ses derivees succossives, d’un ordre inferieur a celui de 
I’equation, etaient assujetties a prendre des valeurs donnees pour une 
certaine valeur de la variable independante. Ainsi, par exemple, con- 
siderons I’equation dififerentielle 


(0 




-i-. , . -h Clfi-l 


dy 

dx 


H~ — /(•^)» 


que Ton peut mettre sous la forme 

(2) F(D)j = /(^), 

en fixisant, pour abreger, 

(3) F(r) = + - ■ •+««-! '•+««• 

Si I’on veut que I’inconnue y et ses derivees d’un ordre inferieur a n, 
savoir 


( 4 ) y, 

se reduisent, pour une valeur particuliere de u?, aux quantites 7]o, 
7 ],, ..., 7 ]„_,, en sorte qu’on ait, pour = 

( 5 ) 


r = 7)o. 
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il suffira de poser {voir p. 4 ?) 


( 6 ) 


-L 




r — Y) 


) + 


j' qHX-Z) 


f{z)ch 


((Fir)'))’ 


pourvu que, dans le developpement du rapport 


(7) 


F(r)-F(-fl) 


r — Yi 


suivant les puissances entieres de vj, on transforme cn indices les expo- 
sants de ces puissances. De meme, etant donnee requation 


( 8 ) 


d'^y ^ d'^-'^y 

~dx'^ H“ B H-* • • 


dy 


{k.x dx^ 

si Ton fait, pour abreger, 

( F(r) “ r(/-~- i). . .(r — n i) 


::•=/( ,r), 


(9) 


H-«iA" 1 r(r — i). ..(/• — n h- 2 ) ~h. . . + ^/,,^iA 


/ -+• Clf^^ 


et si I’on assujettit I’inconnue y a verifier, pour x — x^, les condi- 
tions (5), on aura (wi'rla page 52) 



F(r) - F(y)) 
r — Y) 


-f- R 

aTTb 



A.* B\ 
Ash-rJ 


(A.c-hR)'*-V(-)«^- 


r 

P^’ 


pourvu que, apres avoir developpe la fraction ( [ 7 ) en une serie de ternies 
proportionnels aux differents produits 

(ll) Y), Y)(y) i), y](y) — i)...(y] — n-\-2), 


on remplace ces memes produits par les quantites 


('2) YJo, 

Si Ton suppose, pour plus de simplicite. 


Tlrt — 1 





A =z I 


B=:0, 
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les formules (8), (9) et (10) deviendront respectivement 


(i3) 


(i 4 ) 


ax 








I F(/-) = ao /'(^ — !)• ••('■ — '* + 0 

I ~i~ A’( /* — I ) , . . ( /' — n + 2 ) + . . , + — 1 /' — H 


(i5) JK 


_ p ( F(r) — F(y1) fj^'Y y(E.Yr;n-l 


o i r — n 


f x'Y r ( x\' , , j I I 

— M- / - I -TUT-' 

y-oj 


)).) 


et les quantiles (12) se reduiront a 

(16) Vo, ViXo, ■■■, V,i-iXl-K 

Observons d’ailleurs qu’on deduira, sans peine [’equation (10) de la 
formule (6), si Ton a prealablement substitue, dans [’equation (8), 
une nouvelle variable independante 

{I'j) ^ — 1 ( A + B ) 

a la variable x. 

Les valeurs de y, fournies par les equations (6), (10) et (i 5 ), 
peuvent etre presentees sous differentes formes qu’il est bon de con- 
naitrc; et d’abord, coinme on a identiquement 

I fl Jq 

il est clair que la formule (G) pourra etre reduite a 

(19) y = f F'[/'(i — ^') j jJYiTf))' 

( *yo ‘ 

Si, dans cette derniere equation, on developpe la fonction 

suivant les puissances ascendantes de y], etsi Ton remplace les expo- 

DO 

OEuvres de C. — S. 11, t. VII. 
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sants de ces puissances par des indices, on trouvera 

pi / ' * 

^ / F' [ r ( I - )] / ■- F" [ /• ( r - >. )] dl 

I J = 't(F(;-)7) “((F(/-))) 

('l-ll? 

((F(/-))) 

Concevons maintenant que Ton designe par f(.r) line fonction 
entiere ou non entiere, mais assujettie aux conditions 

(21) f(j?o)r=V)o, r(^„)=Y)„ . 

On aura evidemment, dans I’equation (6), 


r‘ 

^rix—Xf^) I 

1-2 


X”-' _ 

3...(rt — ij 

(( !'('■))) 


F('')[r(, 


F(/-)-F(l)) , 

r-1) 


F'[/-(i — X) -|-XI)]^/X 


la caracteristique D etant relative a la variable ct (lettc variable 
devant etre reduite a apres que Ton aura elTeetue Ics dilTerentia- 
tions. On pourra done remplacer I’equation (G) par rune des sui- 
vantes : 


( 23 ) r = l f(g) + /(,) d, 

<>4) r=l I f F'[/-(i - X) + XD] dl f(|) + T' /(.-) d. ! 

' -O', |((F(/- 


F(/-))) 


Comme on a d’ailleurs identiquement 


(25) f(l)=(I)-^0[e'yV'-5f(^)4j, 

quelle que soil I’origine de I’integrale renfermee dans I’equation (26), 
on pourra encore a I’equation (6) substituer la formule 


(26) 7_^|en*-x.)|-F(D) H- y(-) j 

Dans ces diverses fornaules, on doit toujours reduire la variable I a ^o, 
apres les dilferentiations indiquees par la lettre D. 
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Dans le eas particulier oil la fonction /(^•) s’evanouit, on tire de la 
formule ( 23 ) 


(27) 




F( 7 ') - F(D) 


r-D ‘^^^((F(/0)J 
Lorsque, dans cette derniere, on suppose les racines de I’equation 


(28) F(/')=o 
inegales entre elles, on trouve 

(29) j = g(Re™), 

le signe § indiquant une somme de termes semblables au produit Rr", 
les diverses valeurs de r etant les racines de I’equation (28), et le 
coefficient R etant determine par la formule 


(3o) 


R 


F(/-)-F(D) 


F'(/-) 


D 




que Ton peut ecrire comme il suit 

(3i) R= |7^[F(D) -F(r)][6-^/ 


Les equations ( 3 o) ct ( 3 i) ont ete donnees par M. Brisson dans un 
Memoire presente a I’Academie des Sciences le 27 aout dernier. La 
methode par laquellc il les a deiiiontrees est digne de remarque; et 
comme elle differc beaucoup de celle qui nous a conduit a la for- 
mule (G), je vais I’indiquer en peu de mots. 

So lent 

/*. 2 » • • • » ^ Jl 

les racines supposees inegales de I’equation (28). L equation (i) ou 
(2) pourra s’ecrire ainsi qu’il suit 

(32) ao{D — -^i) (D — /■O.-.fD = 

et son integrale generale sera, comme Ton sait, de la forme 

Y = R, e'‘< ® -H Rae'u^' -t- ...-+- R„ 


(33) 
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Comme on aura d’ailleurs identiquement 

(D — o, (D — /• 2 )e''>®= o, (I) — rn)e’'n^~o, 

il est clair que les exponenticlles 

•••? 


disparaitront toutes dans le developpement de la fonction 
(D_,.,)(n-r3)...(D -/■„)/, 
et que Ton trouvera simplement 

(D - /-j) (D - rj . . . (D - ;•„)/ = R, (D - z-^) ( D - . (1) - /•„ ) 


ou, ce qui revient au merae, 

(34) (D — z-^) (D — /’a) . . .(D — r„) j = R,(7'i — ;-j) (/’i — /'j) . . 

De plus, comme on aura, pour a? = Xg, 

Dj' = Df(a;), DV = D^f(a;), ..., D'‘-‘y = :D»-‘ f(a!), 

et par suite 

(D - r,) (D - z-a). . .(D - z-„) j = (D - ra) (D - z’a) . . . (D - r„ ) f(.r), 
on tirera evidemment de I’equation (^4) 


33) j (»-^.)(»-'-3)...(D-z-„)f(?) 

I =Ri(ri — /•5)(r,— z'a). . .(z'l— z-„)e'-.^., 

devant etre reduit a Xg apres les differentiations. Si maintcnant on a 
egard aux formulas 


«o(D - Tj) (D — z-a). . .(D — r„) = _ 

Jj — Zi 

Mr—r^){r —rg)...(r — z-„) = — = 

z- — Z', 

dont la seconde donne, pour /• = 7-, , 


F(D)-F(z-,) 
R-z-a ’ 

F(r)-F(z-,) 

— — . , 


^2) (^1— - r 3). . .(/‘j — ri: F'(ri), 
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on conclura de I’equation ( 35 ) 


(36) 




F(D) 

F'('-i) 




D — /■, 


m- 


On obtiendra de meme les valeurs de R*, . qui seront toutes 
comprises dans la formule ( 3 o) ou ( 3 i). 

Passons maintenant a la formule (i5), et concevons que le develop- 
pement de 1 expression (( 7 ) en une serie de termes proportionnels aux 
quantiles 

fl, n(v5 — i), yi(yi — i) (y] — 2), ... 

produise I’equation 

JT ^ T' ) — F ( Y1 ) 

— — = 4- — 1 ) +S Y)(-/i — i) (-/) _ 2) 4- 


Designons toujours par une fonction propre a verifier les condi- 
tions ( 21 ), et supposons que cette fonction soit entiere, mais d’un 
degre superieur ou au moins egal a n — 1 . Le polynome, qui devra 
etre substitue a I’expression ( 7 ) dans I’equation (i5), pourra etre 
presente sous la forme 

(87) ^f(«o) -H ^■2^0 f'( 27 o) + f''(. 2 'o) 4 - 


D’ailleurs, si Ton designe par m etl deux nombres entiers inegaux, on 
trouvera, en supposant ^ = o et = i, 


(38) 


A"'[i(5 — l) (^ — 2)...(S — I 4-1)] =0, 

A'"[i (5 — l) (i — 2). . . (s — /W 4 -l)] — 1 . 2 . 3 . . .»J. 


On aura done par suite 


( 39 ) 


{{Xo) 4 - f'{Xo) 


Axl f(a?o) 4-. . . 


• ^[-^0 + ^)] 


I ' '' 1.2 

F(r)^F(.) 


r — s 
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II en resulte que, dans la formule (i5), [’expression ( 7 ) pourra etre 

remplacee par celle que fournit la notation 


(40) 


f[a7o(n- A)] 


F(/-)-F( .s-)_ 

/• — .V 


lorsque, apres avoir effectue les operations indiqnees par la caracte- 
ristique A et relatives a la variable s, on reduit cette variable a zero et 
sa difference finie a I’unite. Done, en integrant Tequation (i3) de 
maniere que les conditions (5) soient remplies, on trouvera 


(40 


y=l] 


'* r / A v-i F ('’)*'•“ 


r 






En operant de la menie maniere, on tirerait de la formule (to) 


(42) J = ^£ 


/ A.X 4 - B\ 



((F(r))) 




Afin de montrer une application des Ibrmules que nous venons d’eta- 
blir, supposons que, la lettre n designant un nombre entier quclconque, 
on veuille integrer I’equation differentielle 


(43) 


dx^ 


y — o, 


de maniere que, pour a; = i , les fonctions 


A. y\ 


f 




reqoivent des valeurs respectivement egales a celles de la fonction .x*"' 
et de ses derivees successives, e’est-a-dire des valeurs representees 
par les quantiles 


(44) 


m, m(m—i), 


m{m — i). . .(m — n -f- 2). 
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(45) 


Dans ce cas, on trouvera 


F(;*) = r(r — i). . .(7* — /I -h r) -1- = ^ f(-^) = 

F(r)-.F(,9) 


r[.ro (i ~h A)] 




/* — S 


j' ( r ■— x) . , , { r — n i) — s {s ~ i) . . , (s — n -i- i) 


/• — s 


r(r — i) . . .(r — n -H i) -h m) {s -h in — j), . .( s rn — n -m) 


r — s — m 


puis on en conclura, en prenant = o, 

F(r) — F(, 9 ) __ r(r — i). . .(r — - + i) — m{7n — i),. ,{m 


f[^‘o(i-HA)]: 


/* — s 


r — m 


Par consequent la formule (4i) donnera 


'(r — r) . . . (r •— 71 4- i) — m{m — . .{m — n i) 


X' + X 


y 


= <£■ 


'•J' 


,)dz. 


(( /•(/■ — I). . .(/■ — /l + I) + «“)) 


Si, pour fixer les idees, on pose a — \, /r = 2 , /« = 4> I’equation (43.) 
se trouvera reduite a 


(46) 




et cette equation, integree de maniere que Ton ait, pour a? — i, 
(4?) 

donnera 


y = l, /=4, 


(48)’ 7 = ^ 


/•(/■ — 1 ) — 4-3 
/•-4 


OC' 




(( /■- — V -I- I )) 

ou, ce qui revient au meone, 


L-"- 


(( r’— /• + !)) 


(49) 7 = ^^ 


COS 


3h(^) ^ 7 v/ 3 ■„ 3M(a;) 2\/3 


3M 


- 3 - 2 


Sin- 


■f{z)dz. 
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Si la fonction entiere qui verifie par hypothesc les condi- 

tions ( 21 ), est du degre n — i, elle sera necessairemcnt dcterniinec 
par la formule 


(5o) f(x) rii 


:v - 




(x — .x„Y 


I . 2 




(■-r - .ro)"-» 
i . '2 . 3 . . . ( /i — i) 


De plus, comme on aura 


f(^) = f(0)-<--f(0)4-— f"(0)+...-| 

' ' ^ ' 1 ' 1.2 ' 1 .2.6. . .{/I — I ) 




ot 




^ F(/-) - F(.?) _ F(r) - F(,9 -H m) 


r — s — ni 


il est clair qu’en supposant, apres les operations indiquees par la carac- 
teristique A, ^ = 0 , on trouvera 


IoC^o(i-l- A)] 
( 01 ) { =f(o) 


F(/')-F(^) 
r — s 

F(/-)-F(o) 


1 ^ r — I 


^0 


1 . 2 . 3 . . . ( /^ — I ) 


f(«-l)(o) 


r — //. H- 1 


On tirera d’ailleurs de la formule (5o) 


(52) 


Les ^nations (5i) et (Sa) fournissent le moyen de developpcr facile- 
ment le second membre de la formule (40* 

Nous remarquerons-, en terminant cet article, qu’on pourrait encore 
transformer les valeurs de y fournies par les equations (aS), (a4), 
(4i)» ( 42 ), en se servant d’une notation precedemment adoptee 


f(o) 

f'(o) 


*^0 '^0 , i'jC f. 

: YIq — V}i h Tj2 . . . zil o y ■ 

I 1.2 ^ r *2.3. . .(n — X} 


•^0 

7)l — Y]2 H 




X 




1 . 2 . 3 . . . ( /X — 2 ) ’ 


\f<«-n(o)=w 
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(p. 202 et suiv.). En effet, si Ton designe par 


I’integrale double 


?(«)/(■*) 


I 

271 



ga(a:-X) \/-i ©(a) /(^) dad)., 


on reconnaitra, par exemple, que les ^nations (23), ( 24 ) coincident 
avec les formules 


(53) 


(54) J = 


'«) r F'[r(i- A)+Xav/=^]«0.f(!)-+- r f{z)dz 

•da ' 


rjl'iX—Xf 


((E(/-))) 


la caracteristique a etant relative a la variable et I’equation ( 41 ) 
avec la formule 


(55)' y 


r 


+ r7?)%- 

_\'^o/ ' * V-’/ 


•f{z)dz 


((E(0)) 


la caracteristique a etant relative a la variable s. Observons en outre 
que, si I’on noiume 9(^‘) la valeur de determinee par la formule (53) 
ou (54), la fonction aura la double propriete de verifier I’equa- 

tion diflerentielle, lineairc et de I’ordre n, 


(56) F(D) 9 (a;)=o, 
ou, ce qui revient au memo, I’equation 

( 57 ) F(av^) = 
et de satisfaire aux conditions 

1 9 (^ 0 ) ” t(^o)> 

9'(xo) = f(ieo), 
q,"(iro) = f"(^o), 



(p(”-i)(a:o) = f''’-‘>(«o)- 
OEuvres de C. — S. II, t. VII. 
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Lorsque la fonction F(r) cesse d’etre cntiere |)oui‘ dcvcioir trans- 
cendaiite, il arrive assez souvent quo la fonction y = <p(a-), deter- 
minee par la fonnule (53) on (54), satistait aux conditions (58), (jiicl 
que soit le nombre n. Alors il semblc natnrel de [)ens(‘r <|ue les (hnix 
fonctions ^(a;), f(a;), dont les valeurs sc confoniient, ainsi (juc les 
valeurs de leurs derivees successives, quand on pose .r — a'o, ne dif- 
ferent pas Tune de I’autre, et restent tonjonrs egales, dn moins ('ntre 
certaines limites. Toutefois cette egalite n’est point evidente, attendn 
que des fonctions tres distinctes, par exetnple, 

I 

(39) et e 

peuvent se reduire, ainsi que leurs derivees des divers ordres, a des 
quantit6s donnees, pour une certaine valour .r,, attribuee a la va- 
riable Nous montrerons dans un autre article les facilites que pre- 
sente le calcul des residus pour retablissement ou la discussion des 
formules auxquelles on se trouverait conduit par les considerations que 
nous venons d’indiquer, et en particulier des formules que M. Brisspn 
a obtenues par ce moyen dans son dernier Memoire. 



SUR LA 


CONVERGENCE DES SERIES. 


Soient 


Wlj ^2, W3, . . . 

les clifferents termes d’une serie reelle ou imaginaire; et 

^ ^ Sii :=:■ Uq “f- Ui H- £^2 ^^n—i 

la somme des n premiers termes, n designant uii nombre enlier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme 
s’approclie indefmiment d’une certaine limite s, la serie sera dite con- 
vergente, et la limite en question sera ce qu’on appelle la somme de la 
serie. Au contraire, si, tandis quo n croit indefmiment, la somme i'„ tie 
s’approclie d’aucune limite fixe, la serie sera divergente et n’aura plus 
de somme. D’apres ces principes, pour que la serie (i) soil conver- 
gente, il est necessaire et il suffit que les valeurs des sommes 

correspondantes a de tres grandes valeurs de n, different tres peu les 
unes des autres; en d’autres termes, il est necessaire et il suffit que la 
difference 

( 3 ) — Sn.— «« + + • ■ • + U.n+m-1 

devienne infiniment petite, quand on attribue au nombre n une valeur 
infiniment grande, quel que soit d’ailleurs le nombre entier represente 
parm. Cela pose, soient 

( 4 ) ''«> 

les modules des diff^rents termes de la serie (i), en sorte qu on ait 
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generalement 

Pn designant un arc reel. II cst clair que, si la sorie (4) est conver- 
gente, les series reelles 

( 'oCOS/^o* /‘iCOS/^i, raCOS/^.^, /•;, COS/Jj, 

|roSin/>o> O sin/>„ i\_smp.,, sia/> 3 , ••• 

le seront a plus forte raison, d’ou Ton est on droit de conclure (uic la 
serie (i), ou 

ro(cos/>oH- \/ — I siiija,)), 

/■i(cos/?, + \/Z 4 sin/^i), 

/■2(cos/) 2 + 1 sin/^a ), 

• • > 

sera elie-m«me convergente. Ajouton.s : i« qi,c les series (4) et (i\ 
seroiilevidemmentdiTergenles, si lemoduie r„ ol.tient des valeurs tli 
considerables pour des valeurs infinimont grandcs dc I'iiidiee n 
en vertu d'un iheorenie elabli dans V Analyse atgelmpse (p. ,43) (•)' 
le sene (4) sera convergente si la limile vers laquelle convergent,’ 

landis que « croit indefiniment, les plus grandcs valeurs do (r,)«, est 
.nfenenre a I'unite. II „e p„„rra done y avoir incertitude sue ia con- 
ergence des senes (4) et (7) ,ue dans le cas oii. la quantite r„ 
decroissant indelln.ment avee i, la limite des plus grandcs valours 

!u n£rt''''"‘‘”“ Or, dans ce meme cas, 

pourra souvent decider si la serie (4) est convergente ou diver- 

e , en recourant a 1 une des propositions que nous aliens enoncer : 

U epeurAs valears posuiees A la nariahU ee; et admeuons : 4 , 

. onmon /(a,) dicmisse indefintmem aeec 2 ” ,ue le rapport 


( 8 ) 


( ) OEuvres de Cauchy, S. U, j. f[[ 


/(-gH- 5) 
/(^) 
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03) 


reste, pour des 7)aleurs infiniment grandes de et pour des valeim de Cl 
qui ne surpassent pas U unite, compris entre deux limites A, ^, finies, niais 
differenles de zero. La serie 

(9) /(^)’ /(O. /(^), /(3), ... 

sera confer genie, si Vinte grade 

/(.r) dx 

n 

s’evanouit pour des valeurs infiniment grandes dii nombre entiern^ quel 
que soil d'ailleurs le nombre enlierm', et divergente dans le cos contraire. 

Demonstration. — Designons par la somme des n premiers termes 
de la serie ( 9 ), ea sorte qu’on ait 

(II) — /(0)-t-/(l)+... + /(rt-l). 

Pour savoir si cette serie est convergente ou divergente, il suftira 
d’examiner si la somme 


( 12 ) — Sn — _f{n) . ■ .-r m —■i') 


s’evanouit ou non, quand on attribue a /z des valeurs inlinies, quel que 
soit d’ailleurs le nombre entier m. D’ailleurs, on aura evidemment 


J n-¥m pn->r\ 

\ f(^x)dx-=.j f{x)dx-\-l f{x)dx 

— f if{a; + n)-hf{x-hn-hi)+...-^-f{x + n-i-in — i)]d.v 

do 


d’oii Ton conclura, en representant par 0 un nombre compris entre les 
limites o, i, ' 

' f{x) dx = f{n -h B) f{n + i -h 0) -h. • i-h o'). 

n 


Or, en vertu de rhypothese admise, les rapports 
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etant tous compris, pour de tres grandcs valours do //, ontro los limitos 
A ot B, on pourra on dire autant de la fraction 


(i6) 


f{fl -f“ ^ j ( w + I “H 0 ) -H . . . ~1“ tH- — I "I- 0 ) 

/(") -I- r) -!-. . . + /{« -I- m — I) 


x 


f{x) dx 


Done la difference . 


sera renfermee, pour de tres grandes valours de //, entre les deux pro- 
duits 




dx. 


(i8) 


hX“ 


/(.r) (Lx. 


Done, si I’integrale (lo) s’evanouit, quand on attribue a n des valeurs 
infinies, quel que s6it d’ailleurs le nombre entier //?, on pourra on dire 
autant de la quantite — s„, et la serie (g) sera converg(uit('. Mais, 
si I’integrale (lo) differe sensiblement de zero, pour des valeurs tres 
considerables de n et pour des valeurs finies ou infinies de m, alors la 
quantite ne sera pas necessaireraent nulle pour n = co, et la 

serie (g) sera divergente. Dans ce dernier cas, la soinnie cessera do 
converger, pour des valeurs croissantes de n, vers une linaito finie .y. 
Cette somme deviendra done infinie en memo temps que le nombre n. 
Par la meme raison, la somme et la difference — .y„ devien- 
dront infinies avec le nombre m, si, aprfes avoir attribue a n une valeur 
tres considerable, mais determinee, on fait croitre le nombre m au dela 
de toute limite. 

Corollaire. — Lorsque le rapport 

f{x H- B) 

J\^) 

denieure constamment renferme entre les deux quantites 
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et que la sccondc de ces deux quantiles croit sans cesse pour des va- 
leurs tres considerables et croissantes de la variable x, on pout evi- 
demmont supnos('.r 


et, par suite, la soinme 


se trouve, pour des valours considerables de n, comprise entre les deux 


limites 



(20) 

/('O 
/(« + 

^n+m 

pj j f{^)dx. 

(21) 

X 

n 4 - /// 

f{a;)dx. 


Exemple. — Supposons, pour fixer les idees, 

jj. designant unc quantite positive. La serie (9) deviendra 


( 23 ) 

et I’integralo 


I I I 

3r’ W 


(24) 


/■ 


f{x)dx: 


n 


( I -h : 


{n 


■ m - 


. (n -4- 1)^- 


s’evanouira ou ne s’6vanouira pas, pour des valeurs infinies de n, sui- 
vant que le nombre p. sera superieur ou inferieur a I’unite. Done la 
serie (aS) sera convergente si Ton a p.)>i, et divergente si Ton a 
p. < I . Dans I’un et I’autre cas, la difference 


( 25 ) 


+ 


(«-(-l)l* (rt-l-2)l* 


*+• . . . - 


{n 4 - my 


sera le produit de I’integrale (24) par un facteur compris entre les 
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limites 

(26) 


j. 


A’l) _ (« 4 -l)>^ _ / 

/(rt-f-l) (m+2)I^ \ 


_'_V^ 

/t -\-i) 


Dans le cas particulier ou le nombre p. se reduit a I’unitts la 
serie ( 23 ) devient 


(27) 


1 I I 

— j 55 y) * * • 5 

2 3 4 


et I’integrale (24) doit etre remplacee par la suivante : 


HZ l(/i -f m 4 " 1) — 1 (^- 1 - i) = 1 ^14 


in 

II 4 I 


Or I’expression 


1 14 


m 


qui devient sensiblement nulle avec ^ quand on attribue au nombre m 
une valeur finie, cesse de s’evanouir, quand m devient comparable a n, 
par exemple, quand on suppose m = n, m=iixn, .... Done la serie (27) 
est divergente. Ajoutons que, pour cette meme serie, la difference 


(29) 


c __ 1 I 

— ; — 4 ; 4 . . . H 

/I 4 I n 4 2 /i 4- 


1 1+ 


sera le produit de I’integrale 

f dx 

n l+x: 

par un facteur compris entre les limites 
( 3 i) t et — 


m 

II -HI 


14- 


n -H I 


TsEORfeME IL Soil f(^x^ une fojiction qux demeure constarnmenl 
positive pour des valeurs positives de la variable x, et qui, pour de Ires 

grandes valeurs de cette variable, decroisse sans cesse avec - • La serie (9) 

OG *■ 
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sera convergente si Vintegrale (lo) sevanoidt pour des valeurs infinies 
de n, quel que soil m; el diver genie dans le cas conlraire. 

Demonslralion. — Dans I’hypothese admise, Fintegrale (lo), qui 
forme le premier membre de I’equation (i4). sera, pour de tres 
grandes valeurs de n, inferieure aii polynome 

y(/i)-t- y(/Z + l)+. H-W — 0 — ^n-ym 


et superieure a 

fi^n X ) + J {n “H 2 ) y( XI -!— xxi) — • 

En d’autres termes, Fintegrale 

fix) dr 

n 

sera, pour de tres grandes valeurs de n, comprise entre les deux dif- 
ferences 


(32) 

et, comme cette proposition restera vraie, tandis que n et m varieront, 
on doit en conclure que la difference 


sera comprise entre les deux integrates 

' /(x)dx, * /(r)dx, 

n-1 

c’est-a-dire inferieure a la premiere, et superieure a la seconde. Cela 
pose, concevons d’abord que Fintegrale (lo) s’evanouisse pour n = x, 
quel que soit m. La premiere des integrales (33) et, par suite, la dif- 
ference — s’evanouiront pareillement. Done alors la serie (9) 
sera convergente. Au contraire, si Fintegrale (10) differe sensible- 
ment de zero, pour des valeurs tres considerables de n et pour des va- 
leurs finies ou infinies de m, la difference ne sera pas neces- 

sairement nulle pour n = «=, et la serie (9) sera divergente. 

35 

OPMvres de C. — S. TI, t. VII. 
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Exemples. — Si Ton applique Ic theoreme qui precede l\ la foncliori 
— — , on s’assurera de nouveau quo la serie (22) cst converffente 
pour p.>i, et divergeute pour fjL= ou < r. De plus, on reconnaitra 
que la difference 

(2,3) , 9 ^+.^ (/i 4.. l)lX (/i H- 2)t^ ^ ’ 1 


est comprise entre les deux limites 
(n («-f 

(34) : 5 


( 72, 4» ;;i )1 -JL — ( ,7 4, 4^ j ) l-fX _ ( 7^ 4^ I ) ‘ 

(04) 1 — ^ — — 1 

^ } — pL I — jJL 

et la difference 


( ) ^n+m — „ I 

11 H- 1 

entre les limites 

( 3 d ) 1(1+ — 

V 'U 

Supposons encore 

(36) /(^) 
La serie (9) deviendra 

(37) o, 



- »h h. . . 

n 4 - » 

/I 4- 2 


, 1 x4~ 

j 4_. — 1 

nj 

A /i 4“ I 


n -i - 


1 -h a; 


„ 1(2) 1(3) 1(4) 

“T’ T’ T’ ■■•> 


et, comme I’integrale 

\J 1-i-se -[H'i + m +1)]^— -[l(n -h i)j^ 

(38) " 

I — ”[I(^ + wtH-i)-f-l(/i-j-i)]l^i-4- 

' 2 ' n -+■ J / 

conservera une valeur finie pour une valeur infinie do n, si Ton prend 
TO = « ou TO = 2n, . . ., on peut affirmer que la serie (37) sera diver- 
gente. De plus, la somme 

(39) + + + 

/iH-2 /i4»/72 
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sera comprise entre les deux limites 


( 4 o) + m) + 1 («) 



I ( /2 ~i- H— I ) -f“ i ^ /i [ ) 
2 


1 



c’est-a-dire, inferieure a la premiere et superieure a la seconde. 

Les theoremes I et II continueraient evidemment de subsister si, 
dans la serie ( 9 ), quelques-uns des premiers termes etaient reduits a 
zero ou remplaces par de nouvelles quantites. Concevons, par exemple, 
que I’on considere la serie 


(40 


r I I 

3K3)’ ^(r)’ ■■■’ 


a laquelle se reduit la serie ( 9 ), lorsque, apres avoir suppose 


(42) 


f{^) — 


I H- a;) 1(14- a;) 


on remplace le premier terme /(o) = ^ par zero. Comme I’inte- 

r-*-'” dx _ n(n4-»?4-i)- 1 

Jn (1 4-.r)l(i-Ha;) “ [_ l(n-Hi) J 


grale 


(43) 


conservera Tune des valeurs finies 

1(2), 1(3), 1(4), 

lorsque, en attribuant au nombre n des valeurs tres considerables, on 
determinera le nombre m par Tune des equations 

m = n{n-\-i), m = «(« 4 - 1 )*, /« = ;i(n 4 - 1 )’> •••> 

on pourra conclure du tbeoreme I ou II que la serie (4i) est diver- 
gente. De plus, on reconnaitra que la somme 
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est renfermee entre les deux liiuites 


^\{n ->h my 

1 

■](«-+- m H-i)' 

i(«) J 

? 1 

1 ( /?. -h 0 


(45) 


c’est-fi-dire superieure a la premiere et inlericure a la scconde. 
Considerons enfin la serie 


4 [T( 4 )]^’ ■■■’ 

dans laquelle p.designe une quuntite reelle; on reconnailra sans peine, 
a I’aide du theoreme II : i” quo cette serie est convergcnte on diver- 
gente, suivant que Ton suppose p.> i, on p. < i ; 2'> qiie, pour cette 
meme serie, la difference 

est comprise entre les deux limites 

(47) [I(^^ H- ff^)]‘-r■— [l(;t)]‘-r' [l(/t + w, [|(/, i)p-r- 

i~ [j. i ■— p. 

II est facile de s’assurer que la difference 




croitindefininientavec m, suivant la remarque generalc prccedernment 
faite, quand on remplace la serie (9) par la serie (ad), on supposant 
P<i, ou par I’une des series (27), (37), (41). En effet, d’apres les 
calculs quel’on vient d’effectuer, les valeurs de cette difference, cor- 
respondantes aux quatre series dont il s’agit, sont respectivement su- 
perieures aux quatre expressions 


— — — - 


1 f I '“h 




fi H™' X 
1 ( //, -I— ///, - 1 - I 


Or, SI, dans ces expressions, on attribue au nombre n une valeur tres 
considerable, mais determinee, et au nombre m une valeur infinie, 
elles se reduiront toutes a I’infini positif. 

II est bon d’observer que I’int^rale (.0), prise entre deux valeurs 
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infiniment grandes de la variable x, est du genre de celles que nous 
avons noinmees integrales dejinies singulieres. Cette integrale devient 
certainement infinie avec le nombre m, lorsque, pour des valeurs con- 
siderables de X, le produit a;/(a7) differe sensiblement de zero, de 
maniere a surpasser toujours une certaine quantite positive A. Au 
contraire I’integrale (lo) devient nulle, pour des valeurs infinies de 7 i, 
etpour des valeurs finies ou infinies de m, lorsque, le produit x f{x) 
s’evanouit avec et que Ton peut en dire autant d’un autre produit 
de la forme x''^‘‘f(x), o etant un nombre determine, mais aussi petit 
que Ton voudra. Done, la serie (9) sera divergente dans le premier 
cas, et convergente dans le second. Pour etablirces deux propositions, 
il suffit de recourir aux deux formules 


/ n-hm ^n-h/n r 

/(x) dx = jf Xf{x) — = (/I dm)f{n -1- Om) j 


z=z (/I -h Om) -h Qm) I ( 1+ ~ 


dx 

X 


f /z-f-w 7 

d,, 


zzz (/I -h Omy-^^ f{n -h Bm) f 

d n 


dx 


dans chacune desquelles 0 designe un nombre inferieur a Tunite, et 
de faire croitre indefiniment le nombre m dans la premiere formule, 
le nombre n dans la seconde. Au reste, pour que ces propositions sub- 
sistent, il n’estpas necessaire que la fonction y(a7) decroisse constam- 

ment avec et Ton peut enoncer le theoreme suivant : 


Ta^ORtiME III. — La sine (9), dont lous les termes sont posuifs, est 
convergente, lorsque des valeurs infinies de n reduisent toujours a zero, 
non seulement le produit 

nf{n). 


(48) 

mais encore le produit 

(49) ■ 


/j'+8/(/i), 
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0 designant un nombre determine, mais qui pent 6tre aussi qmtit quc I' on 
voudra. La m&me serie est diver genie, quand le qnvduil (/[S) differe sensi- 
hlement de zero et denent superieur a line certaine quantile positive A, 
tonles les fois que Von altrihue au nombre n des valeurs considerables et 
siiperieures d une limite donnee. 

Demonstration. — En effet, supposons d’abord que I’exprcssion (/|q) 
s’evanouisse toujours avecy^j et soitN le plus grand des produits 

N deviendra nul pour n = ao. D’ailleurs la difTercnce 


sera evidemmeiit inferieure au produit 



N 


■1 l4-S 


{n H- i) 


1+8 


H- . . . -f- 


{n -t- m — i)'+“ 


dont le second facteur s evanouira, en nieme temps que le premier, 
avec jg attendu que la s6rie 


21 + 3 ’ 31+3’ /^1+s’ 


est convergente. Done la serie (9) sera elle-meme convergente, ce 
qu’il s’agissait de demontrer. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs considerables de n, 
le produit n/(n) devienne constamment superieur a la quantite posi- 
tive A. Alors la difference ^„+„ — surpassera le produit 


et, comme ce produit croitra indefmiment pour des valeurs croissantes 
de 7?z, attendu que la sene (27) est divergente, il est clair que la 
sene (9) le sera pareillement. 
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Exemples. Si 1 on applique le theoreme III au.K deux series 


{ ^ 3 ) 


1 ( 3 ) 
iv- ’ 

(54) 

I 

0, ; , 

2V-1{2) 

I 

31 ^ 1 ( 3 )’ 


on reconnaitra que ces deux series sont Tune et I’autre convergentes, 
lorsqu’on a [i.> i, I’une et I’autre divergentes, lorsqu’on a p.< i. 



SUR LA 


VALEUR DE 


L’INTEGRALE DErilNIE 





a, h, C DESIGNANT DES GONSTANTES UEEEEES OU IMAGINAtKES. 


L’integrale 



* J 

que Ton reduit, en posant 5 = a?-, ii la forme 


(1) 


L 


X ^ e'~^ dx =: r ( - 
2 


est equivalente, comme Ton salt, a la racine carroe du nombre t:, en 
sorte qu’on a 


(2) 




Si Ton prend maintenant 
( 3 ) 




a,b designant deux constantes reelles dont la premiere soit positive, 
on tirera de I’equation (2) 


( 4 ) 

et, par suite, 






dx : 


£ 


^-(ax-^-^bx+-c) ^ 


1 



e 


ka 
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Or il est facile de prouver que les formules ( 4 ) et ( 5 ) s’etendent au 
cas meme oil les constantes a, b, c deviennent imaginaires, pourvu 
que la partie reelle de la constante a demeure positive. On y parvient 
en effet de la maniere suivante. 

Soient a, p, p. des constantes reelles, et posons, dans la for- 
mule (i) de la page 146, 

( 6 ) — — 

(7) />o = — 0°) P=oo, ro=o, R=i- 

Alors, si la fonction f est telle que le produit 

(8) ^ + (P/’ + F)r v/^] 

s’evanouisse pour des valeurs infinies, mais reelles, de p, et conserve 
toujours line valeur finie entre les limites 

p— — 00 , j 9 — 00 , r = o, ^ = 

on trouvera 

^00 

( 9 ) (a+[3\/ — t)^ — i)p {x\J — iJdp = ocJ J{ap + l)dp. 

Comme on aura d’ailleurs, en supposant a>o, 

« f + = 

— 00 



et, en supposant a < o, 



f{ap + l)dp 



on tirera de I’equation (9), en remplaqant dans le premier membre 
la lettre p par la lettre oc, 

(10) /”/[(« + P V/- 0 ^ -t- ^ ± 

36 


OEuvres de C, — S. 11, t. 'VtL 
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11 importe d’observer que, dans la formule (lo), Ic double signe ±: 
doit etre reduit au signe +, lorsque la constante reollc a est positive, 
et au signe — dans le cas contrairc. 

Soitmaintenant 

(n) f{x)z=:e~=‘\ 


L’expression (8) deviendra 

_(«:L-pv=+soiP;V^) ( 

pe \ a+-|3/y-~i/ ^ 

Or cette derniere conservera toujours une valeur finie entre les limites 

/>= — 3o,/) = oo, /• = o, de maniere a s’evanouir avec si Ton a 

P 

(i2) a“>[3^ 

c’est-a-dire, en d’autres termes, si la partie reello du carre 

(a-t-pV^r'y 


est positive. Done, si la condition ( 12 ) est satisfaite, on aura 


(i3) e \ a+Pv/-!/ 

t/ — 00 


da:z 




^ 00 

“ — cc 


±: ■ 


D ailleurs, si Ton fait pour abreger 


2a|3 


oc ■+• |3 y/ — ^ t 


(^4) P__cc- 4 -( 32 , t=: arc tang 

^ — pa 

on trouvera, en supposant 

«=(« + P\/^y = p(cosr + v^sinO 

(t6) a^==p=(^cosI+v/=:7sinl)=±(«-KPyC:jy 

le double signe devant etre reduit au signe quand a sera positif, et 
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■ « 

au signe — dans le cas contraire. Par suite, la forniule (i3) donnera 


(' 7 ) 



Si, dans I’equation ( 17 ), on remplace le rapport constant 

— ^ 
a- 


par la lettre b, on reproduira la formule ( 4 ); puis, en multipliant les 
deux membres par I’exponentielle 


on retrouvera I’equation 








dans laquelle a, b, c pourront etre des constantes imaginaires, dont 
la premiere seulement devra ofTrir une partie reelle positive. 

Si la partie reelle de la constante a devenait negative, I’integrale 
comprise dans le premier membre de I’equation (5) aurait generale- 
ment une valeur infinie ou indeterminee. 

Si, dans I’equation (4), on pose, pour plus de commodite, 

I a = p (cost -h v/— I sinr), 

6 = 2 p, (cOSTi + \/— I SillT,) , 
c = pj(cosT2 + v/— I sinTj), 

p, p,, Pa designant les modules des constantes a, b, e, et-r un arcren- 
ferme entrc les limites — on en tirera 


(> 9 ) 



^--(par^cosT-i-apjiCcosTj-l-PaCOSTjj) g— (paj^sinT+SpjicsmTj-f-pjSinTg) V 1 dx 
00 



— p2COsta+ 

e 


PJCOSiaT,— T) 
p 


.h 


— paSinTj-f- 


p'siniai:,— 'f) 
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et, par suite, 




g-(pa:2cosT+2p,a:cosTj+p3cosT3)QQg(p^2 gjjj^ 2pia) sinriH” p 2 SinT 2 ) da: 

(20) i 1 


, p*cos|T — 2T, ) ^ 

'TT \ " — * ^ P » cos Tj 

' e p cos 

p ■ 


't ^ pj sin (t — 2 Ti) 

_ 

p 


+ P 2 sinT2 j, 

y’ + api-rsinTj-i- pj siiiTj) rfa.’ 

^ ^ ‘ ^7r\2 _Pif£ilIz!Ill_p,cosT, . ["t , p? sinfT— ■’.T,') 

- ) e P sm - H- '-i h Pa sitiTj 

vP/ P ^ , 


Si Ton posait, au contraire, 

(22) a = A+Dv/ — I, Z» = Bh-Ev/ — I, 0::=: C -h F\/— 1, 


A designant une quantite positive, et B, C, D, E, F des quantites posi- 
tives ou negatives, on trouverait 




g-(Aa;2-f.Ba:H-C) ^--(Da^+EaJH-F) ^—1 


( 23 ) 


-c+ 


(A^ 


■D’)* 


AfB»-R»l4-sHF.I) 


_[f. 


{Ra-EMT)- 2 ABE 1 
4(A«-hl>») '^2 


arc tang 




et, par suite, 

g-(Aa:=+Ba:+C)(.os(Da;^-(-Ea;-f- F)rfii: 


( 34 ) 


T® -Ch 

r e 


( 25 ) 


(a=h- 

y e-<3®=+=^+C) sin (D -t- Ea? -h F) 


, (B*-E“)n- 2 ABE , r , 
cos[_Fh- 4--arctang 


A (B*— E9)-)-2BED r- /t4.« ^ 

= — ,i 4 f + g’-f + ■! 

(A®-i-D*)‘ L 4 (A--hl)*) 2 


arc tang 


(A^+B^y 

Les equations (20), (21), (24) et ( 25 ) comprennent, comme cas parti- 


13^1 ^ >\ ^ 
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culiers, les formules connues 


(26) 


(27) 


Q-px^-coaz sin(p.2;“SinT)c/j?= I - 1 sin 


i 

7r\2 


J* e~P^‘«^o®'^cos(p^^sinT)<^^=: (-] cos ^ 

£ 

e~^^"'COSSxdxz^\^^] e 

^ 00 

/ ^msx dx — o, 

eo 


dont les dernieres subsistent pour des valeurs quelconques des con- 
stantes a et s, pourvu quo la partie reelle de la constante a resle posi- 
tive. 

Lorsque, dans la formule (5), on prend successivement 


b = 2S, b = — 2S\/ — I, 


ct que Ton suppose, en outre, a = i, e = o, on en conclut 


(28) 
et 

(29) 



Les deux equations precedentes subsistent, non seulement pour des 
valeurs reelles, mais encore pour des valeurs imaginaires de la con- 
stante s, et peuvent etre employees utilement dans la solution de plu- 
sieurs problbmes. ^ 

Lorsqu’on pose, dans la premiere des formules (27), et que 

Ton reduitchaque membre a la moitie de sa valeur, on en conclut 

1 -t 

r -ie*. ^ (%y e = 6 


(3o) 
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0 pouvant efre une quantite positive, ou une expression imaginaire 
dont la partie reelle soit positive. De plus, comme, en vertu do la for- 
mule ( 3 o), 

1 

e - ct — j — 


sont evidemment deux fonctions reciproques de premiere cspece, on 
tirera de I’equation (71) de la page 190 


( 3 1 ) a 


-fl — ^ Oaa — ^ Gas 




C “f” 




, i' 4 (i: 

0 .|_e s'fj +... ), 


a, (3 designant deux nombres cboisis do manicre que I’on ait 


(32) «(3r=2 7 r. 

En d’autres termes, on aura 



a, b designant deux nombres assujetlis a la condition 
( 34 ) ab~Tt. 


Si, dans lequation ( 33 ), on reduit la constante 0 a I’unite, on retrou- 
vera la formule 


( 35 ) z= e-***4- 

d6ja obtenue precedemment (page igS). Si Ton fait, an contraire, 

9 = cosr -t- sinr, 

designant un arc reel, compris entre les limites — I’equa- 
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tion (33) pourra etre reduite a 

I rt^^COS 7 -t- \/— I sin + e-it=(cosT+\Pisim:) g-ia" (msth- ^P i sint) _j_ . . . 

= ^COS ^ — \J — I sin j" ” + e-*’(cosT-vPrsinT) g-4i!(cosT-vPIs!iiT) 4 - . . . ^ 


et Ton en conclura 


(38) 


cos j + 5“®'""^’^ cos ^7 — «-sinT^ +e-*“'“s''cos — 4a^sinTj 

cos cos — £>^sinT^ -f-e-*-*’«’®''cos^) — ^b^smz'j 


[ sin^H-e~®‘“-’''sin|^| — a^sin-rj +e-‘®'“®^sin^^ — 4«®sinrj -f. 


(- sin ^ + e-**‘=“*'' sin ( 7 — S^sinr ) sin( ^ — 4^*sinT 


Si maintenant on pose 


■b — \J%, 


I’equation (38) deviendra identique, mais I’equation (Sg) donnera 

(40) ^ sin ^ +e-’"'''®''sin^^ — Trsinr^ -+-e-‘’"“’'sin^^ — 4vr sinr^ +. . . 

Oil, ce qui revient au meme, 

^._.T e-'"“*’'sin(Tr sinr) -l-e-‘’^“®'^sin(4irsinT) + . . . 

(41) tang ^ e-’t'^‘>“''cos( 7 i sinr) + 6-*’"=“*'^ cos (4^1 sinr) + . . . 


Prenons, pour fixer les idees, '^ = Alors on aura 


1 \/3 

sinT=;-} C0ST=4— ) 
3 2 


et Ton tirera de la formula (4i) 


tang^^ 


g 8 4 ,g 2 4 -e 2 +.., 

-lEf! -u^ 

■he 2 -+-e * +e ® +- 


(42) 
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Concevons a present que Ton pose tang ^ = .t. On trouvera 


. r X 

sin ~ = - 7 

2 y 1-4- 


COS 




2 y/ , 

2 .2*- 


smr 


I H- 

I — cos- 


r— • COST ™ 5 

1 -r- 


tang ^ 


sin • 


2 

X ^ 


puis, en designant par n un nombrc entier quolconque, 

co«T4-\^-"i kIut) ^n^7T:(l -<*0HT'- y/-i sinr) 


SXjIt) :=ie 


— _ 


-ftSTC 




g-n2,^cosT sin(/z^T: sinr) = 


^ti5Tc(l—(‘OHTd-v/—lHinT) COST 1 HIUT) 


2 \/ — I 


2 /- 


Cela pose, la formule (4i) donnera 


( 43 ) 


(iH-ar^)° — I _ Aia; + Aa-r^ -1- Aa.r® + . . . 

^ Ao -f- Aa^^ “H Aa^^ “1” Ao . 


les constantes Ao,’ A,, A,, A,, A,, ... etant determinees par les equa- 


tions 


/ . I 

Ao = - -I- e-" -f- e 

2 


A,: 


2 'K(e~'^-h 4 9 (j“97r_l_ i5 ^ ^ 


( 44 ) 


A2= 2Tr(e-’'-t- 4 9 e-®’'-|-i6 . ■) 

i-rr® 

— ^ ( e-" -+- 4 * e-*’' -H 9- 6-8214- 1 6!“e-‘ «’'-+-...), 

As=:— 2TC (e -"-!- 4 e"*”- 4 - 9 e-'8’'-+- 16 6-'“"-+-...) 
-t- 47^8 (6“’'+ 48e~‘’'-i- 98e“8’'-|- . . .) 

871 ® 

5 (e-’'H- 486-*" -h g’e-sit-i- i68e-‘82t_i- . . .), 

I • 2 > O 
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de telle sorte qu’on aura generalement, pour n > o, 


(45) A„: 


^ ~t j— 0/i- 


So± Si J, 


la valeur de S„ etant 


(46) 


(2-?r)" 

I . 2 . 3 . . . rt 


(e-it- 1 - 4«e-»*+ g«e-'-”'4- . .), 


et le double signe ±: devant etre reduit au signe + ou au signe — , 
suivant que le nombre entier n sera ou ne sera pas de I’line des formes 
[^m, Si, dans I’equation (45), on attribue au nombre n : 

I." les valours impaires 

I, 3, 5, am -hi; 

2 " les valeurs impaires 

3, 4, 6, am, 


on en tirera successiveinent 


(4?) 


Ai 

A., 

Ak 


: S;j "f" 2 S 2 Si , 

i S 5 — 4 S 4 6 S 3 4 S 2 Si, 


(• 




2tn{2rn — i) 


S2//1 — 2 • • * S 1 




(48) < 


A 2 
A 4 . 
A,. 


: — So -f“ Sj , 

■ — 3 S 3 -f- 3 S 2 Si, 

: — ScH- 5 Ss — 1084-+ 10S3— SSo-i- Si, 




f 2 m— I ^ 

^ ^2w-l 


(2m — i) {2 rn — 2 ) 

^ 2 w -2 ■ 


I . 2 


De plus, comme on a, en vertu de la formule du binome et en suppo- 
sant I , 


(09) X 2 

OEuvres de C. — S. 11, t. VO. 


I 1.3 , 1.3.5 , 
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il est clair que I’equation ( 43 ) pourra etrc prosciilcMi sous la forme 


Ai X + Ajj;^ + Ajja;'"+ . . . 

I 1.3 1 . 3.5 


x‘ H- 


(Ao-i- Aa.r^-l- A 4 .r’''-|- Ac.-i'”- 


Lorsque, dans cette dcrniero, on dcveloppi! le second memhn^ siiivant 
les puissances ascendantes de x, ic devcloppcment doit coincider, 
quel que soit.-r, avec le polynome renferme dans li^ premier niembre; 
d’oii Ton conclut 


( 5 i) 


I A, 

Aa 

Aa 


Ao, 

A, 

A* 


w A|), 

J . 4 


2 . 4 “ 


jn 3 

2 . /J * f) 


• ‘‘^Oi 


I A, 


^ A ‘ . 1.3 

^ A 2 /„ — A 2/„-2 H - 


I . ' ) . . . ( 2 . m — r ) 

2. . 4 . . . ( 2, //I --h 2 j ^ 


linfin, si 1 on reporte dans les formules ( 5 i) Ics valours do A,, Ao, A^, 
A.i, ... tirees des equations (44)> ou, ce qiii revient au inome, des 
equations (47) et (48), on trouvera 


( 52 ) JL — 4 . . 

47r 1 4 - -f~ -h ’ 

et 1 on obtiendra des relations dignes de reinarque entre les sonrinies 
designees par S^, So, S3, — On aura, par exernple, 



ou, en d’autres termes, 





( 54 ) 
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CALCUL DES RESIDES. 


Soil /(-) uiie foaction qiii s’evanouisse lorsqu’on attribue a la 
variable des valeurs infinies, reelles ou imaginaires, et supposons 
que le produit 

( I ) - /( “ ) 

se reduise alors a une constante determinee D’apres ce qu’on a dit 
dans le premier Volume des Exercices, page [lo('), le residu integral 
dc la fonction J{z) sera precisement egal a i, en sorte qu’on aura 

(a) (( y(") )) — 

Comme cette derniere formule peut servir a resoudre un grand nombre 
de problemes, il importe de bien fixer le sens de la proposition qu’elle 
renferme. Tel est I’objet dont nous allons d’abord nous occuper. 
J’observerai en premier lieu que, dans le cas ou I’equation 


a une infinite de racines, I’expression residu integral designe la limite 
vers laquelle la somme des residus partiels de la fonction /(s) con- 
verge de plus en plus, a mesure que Ton fait entrer dans cette somme 
un plus grand nombre de termes. Or la valeur de cette limite peut 


(1) OEiwres de Cauchj, S- H? T. VI, p* i4i' 
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I 

dependre de I’orcire dans lequol on range les residiks particds pour les 
ajouter les iins aux autres. C’csf. co qui arrivera, par ex('rnple, si ron 


suppose 




TC COS 71 3 
,3 sin7r3 


AIoi's {’equation (3), reduite a 


(4) 


3 sin 713 =3 0 , 


aura : i" deux racines nulles, correspondantes a iin residu pareillenient 
nul; 2 “ des racines positives comprises dans la serin 

(5) •, 2, 3, 4, 

et auxquelles correspondront les residus partiels 

(6) 1, 

2 3 4 

3" des racines negatives comprises dans la serin 

(7) -2, -3, -4, 

et auxquelles correspondront les residus partiels 

(8) -I, -j, 

Or, si, dans 1 addition des residus partiels, on suit I’ordrn d(! grandeur 
des valeurs numeriques des racines, en ajoutant toujours simultann- 
ment les residus qui correspondent a des racines egalns, inais allectecs 
de signes contraires, la somme obtenue sera constaminent nulle, et 
Ton pourra en dire autant de la limite vers laquelle nonvergnra cette 
somme, a mesure que 1 on y fera entrer un plus grand nombrn de 
termes. Done, si Ton considere la notation 


(9) 



eomme destinee a representer la limite de laquelle le residu 


(jo) 



TT COSTTC X 
sirniG / 
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s’approche indefmiment pour des valours croissantes de n, on aura 


(i>) 


IT 

o 


T . cost::; 
sin?::; 




Mais si, dans I’addition des residus partiels, on n’a point egard a 
I’ordre de grandeur des valours numeriques des racines; si, pour 
fixer les idees, on ajoute aux n premiers termes de la serie (8) les 
n-hm premiers termes de la serie (6), ?n et n etant deux nombres 
entiers quelconques, on obtiendra la somme 


(. 2 ) 


I 

-H I 


I 


/in- 2 


I 

•1 

n -h in 


qui, se trouvant toujours comprise entre les deux quantites 


(> 3 ) 


I / 


I .+ 


n + ] 


(voir p. pourra converger vers une limite finie et positive, ou 

meme vers une limite infinie, tandis que les nombres m et n croitront 
indefiniment. On arriverait a des conclusions du meme genre, si Ton 
ajoutait aux n premiers termes de la serie (6) les n-t-m premiers 
termes do la serie (8). Seulement alors la somme obtenue et la limite 
verslaquelle cettc somme convergerait deviendraient negatives. Ainsi, 
dans le cas que nous considerons, le residu integral 




O' 


71 cost::; 
;S SinTT-S 


aura une valeur generale indeterminee, qui pourra etre finie ou inde- 
finie, positive ou negative; etlaformule (ii) ne fournira qu’une valeur 
particuliere de ce meme residu. 

Revenons au cas oil /(=) designe une function quelconque. Alors 
I’equation (3) pourra offrir non seulement des racines reelles, mais 
encore des racines imaginaires. De plus, toute valeur imaginaire de c 
pourra etre presentee sous la forme 
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r designant une quantile positive appelee ///(klnie, et p une variable 
reelle, comprise entre Ics deux limites — ir, + -n:. Enlin I’ori pourra 
concevoir que les variables reelles r et p represenKnvt d(‘ux coordon- 
nees polaires, savoir, Ic rayon vecteur d’un point moldb', ee rayon etant 
compte a partir d’une origine fixe, et I’angie (jiie fait le menie rayon 
vecteur avec un axe fixe passant par rorigine. Oela [lose, iiuaginons 
que, dans le plan des coordonnees r et p, on trace une courbe fermee 
ou un contour ferme, dont la forme varie sans eesse et de maniivre que 
ses differents points s’eloignent indefmimcnt de rorigine. Supposons 
d’ailleurs qu’on ajoutc les uns aux autres les residus partiels de la 
fonction /(s) correspondants a des valeurs de /• etdepqui indiquent 
des points situes dans I’interieur de la courbe. be nombre des termes 
dont se composera la somme ainsi obtenuc eroitra sans eesse, et la 
limite vers laquclle convergera cette somme [lourra dependre de la 
nature de la courbe dont nous avons parle. Done le resiilu integral 
de la fonction /(z), qui n’est autre que cette limite, aura le plus 
souvent une valeur generale indeterininee. Mais il n’en sera plus de 
meme si la courbe est reduite a la circonference d’un eercle dontle 
centre coincide avec I’origine, et dont le rayon K croisse de plus en 
plus. Alors la somme des residus de f(z) correspondants ii des points 
situes dans I’interieur du cercle, c’cst-ii-dire la somme des residus 
correspondants aux racines dont le module sera inferiour ii R, sc trou- 
vera representee par la notation 


(i5) 


(ft) 


(( /(^))) 


[voir le premier Volume des Exercices, p. 207 (*)], et pourra converger 
vers une limite determinee, tandis que le rayon R deviendra de plus 
en plus grand. Cette derni^re limite sera une valeur particuliere du 
residu integral 

<S((/(^))b 


(1) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 258. 
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que nous appellerons valeur principale, et qu’il ne faut pas confondre 
avec la valeur generale ci-dessus mentionnee. Dans I’exemple que nous 
avons cleja traite, le residu integral 





a pour valour generale une quantite indeterminee, niais sa valeur prin- 
cipale so reduit a zero. 

Les observations que nous venous de faire s’etendent au cas ineme 
oil, la fonction/(i:) se presentant sous la forme d’une fraction, il s’agi- 
rait d’evaluer le residu integral relatif aux racines de = o qui ren- 

draient le denominateur de la fraction nul ou le numerateur infini. 
Supposons, pour fixer les idees. 


Alors les valeurs principales des deux expressions 

p ((f(^))) p f(^) 
o F(^) ’ <^aF(5))) 


ne seront autres que les limites vers lesquelles convergeront les 
residus 


'“'p'”’ ''"'r'”' f(-) 

(0)M-5i:) (o)^(— jc) )) 


tandis que le module R deviendra de plus en plus grand. 

II est maintenant facile de s’assurer que, dans la formula (2), le 
residu integral 

<£(( /(-))) 


doit toujours etre reduit a sa valeur principale. Effectivement, pour y 
parvenir, il suffit d’observer que cette formule peut etre deduite de 
I’equation (64) de la page 212 du premier Volume (') a I’aide des 
considerations suivantes. 


(^) OEmres de Cauchy j S. II, T. VI, p. 265. 
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Supposons qiie la fonction /'(-) ne doiuourc pas iii(ini(' pour ^ — o. 
Alors, on remplacant t par f{t) par/(5), cl: /•„ par zero, dans I’cqua- 
tion ( 64 ) de la page 212 du premier Volume (' ), on trouv('ra 

(■6) "‘y’" ((/(^)))=y r’'lU"-/-'^/(RrW 0"^/'- 

J’ajoute quo la formule (16) s’etend au cas memo ou la ronction /(r.) 

devient infinie avec pourvu que, dans ce cas, on considere Ic residu 

relatif a o comme renferme dans la somino desigmu; par 
la notation 

I ((/(-))). 

En elFet, soil m le nombre des racines n idles de requation (6), et Fai- 
sons, pour abreger, 

c'V(i:) = f( = ). 

Les premiers termes du developpemcnt de/(3) suivant les puissances 
ascendantes de s composeront le polynome 

-I- _i_ £(£) . ' F"(o) , , I 


et la difference 




I 

^ I . 2 . . . ( /n I ) 


sera une nouvelle fonction de qui ne deviendra plus infinie avec 
On aura done, en vertu de la formule (16), 


ni) (TT) i r'^ ' _ 

•^-71 

Or, si I’on substitue dans I’equation precedente la valeur de xs(z), 
observant que Ton a, pour ^ > i, 


I i 




{fi Qtip v/^ 


dp:=zBr 


1 j e- 


dp — o; 


(>) OEuvren de Cauchy, S. II, T. VI, p. 265. 
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et, pour n — i. 


r 


=: I' 




dp: 


on obtiendra la formule 


f(/»-l)(o) 


(R) ^(TT) 

1.2.3...(7«— I) 

/»TC 

— J Rer \^-^y(Re^»'“‘)c?/> — 


o') 


I . 2 . 3 . . . ( 7« — I ) 


qui pourra etre evidemnaent reduite a la formule (i6). 

Cela pose, designons par ^ une constante determinee, et admettons 
que. en attribuant au module r des valeurs de plus en plus grandes, 
on puisse choisir ces valeurs de maniere que la difference 

(17) A = x: f(s)—S = rei>'f^f(reP'f^') — S 

s’approche indefiniment de zero, quel que soil p. En designant par R 
une des valeurs dont il s’agit, et par 0 la valeur correspondante de 
I’integralc 

(,8) • 

on conclura de I’equation (16) 

(R) 

(.9) I ((/(^))) = ^?+.o; 

puis, en prenant R = 00 et supposant le residu integral 

lam)) 

reduit a sa valeur principale, on trouvera definitivement 

( 2 ) ^((/(5)))=.l 

La demonstration precedente de la formule (2) subsisterait encore 
si les valeurs de la difference 

A = zf{s)-^, 


OEuvres de C , — S- U, t. VII- 


38 
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correspondantes a de Ires grandes valours do otaicnt scnsiblonionl 
nulles pour des valours de/> sensiblcment disl.inctes do certainos quaii- 


t\tes po. Pi, P-2^ et demeuraiont Hnics pour dos valours de p tros 
rapprochees de p„ p,,p.,,---- b-n effot, los parties de I’intdgrale (i8), 
correspondantes a cos dernieros valours do /^ scraient d(^ la forme 


( 20 ) 





^;bf+-E2 /*/! 

/ Ai di) 4- t / 



£i, designant des nombres tres petits, et A,, A., des quantitds tinies. 
Or, chacune des integralcs reelles 



etantegale au produitde la somrao e, par une inoyonne outre les 
diverses valeurs de A, ou de A,, resterait fort petite dans riiypothdse 
'admise; et Ton pourrait en dire autant, non seuleinent de Texpros- 
sion (20), inais encore de I’integrale (18), dans laquelb^ toutes les 
parties relatives a des valeurs sensibles de A scraient sensibleinent 
nulles, Ainsi, pour que notre demonstration subsiste, il suffit qu(i 
des valeurs de A, correspondantes a do tres grands modules do s, 
demeurent generalement, ou trespetites, ou llnies, quel que soil 
Tangle p, et ne puissent cesser d’etre tres petites, en devenant finies, 
que pour certaines valeurs particulieres du meme angle. II y a plus : il 
suffit que cette condition puisse etre remplie pour des modules de s 
convenablement choisis, mais superieurs a toute limite assignable, par 
exemple pour des modules respectivement egaux aux differents termes 
d’une serie donnee et toujours croissante. Il pourrait d’ailleurs arriver 
que d’autres valeurs de A, qui correspondraient a des modules de 5 
tres considerables, mais pris hors de la s6rie donnee, fussent infinies; 
et e’estee qui arrivera d’ordinaire, lorsque Tequation (3) aura une 
infinite de racines. 
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Pour faire mieux saisir ces principes, appliquons-Ies a un cas parti- 
culier, et supposons 

_1 \2 

'-t-e ^7 _ I 


(21) 




-(e=-+-e-=) 
Comme on trouvera dans ce cas 

(22) = 


I + — 


e~ 


e- -f- e-- 


il est clair que le produit .s /(s) differera tres peu de I’unite, pour de 
tres gi*andes valours attribuees au module r de la variable 

» .3 =: reP V-' = r{cosp-h\/— 1 sinp), 

tant que Ton n’aura pas sensiblement 

(28) ■ cosp — o, 

c’est-a-dire, 


( 24 ) . 


P=+- OU 


Ain si, dans le cas present, on tirera de la formule (22) # = i , 


( 25 ) A = 3 /( 3 ) — I- 


e- 


g/* cos /)-+-/• sin ^ g— rcos/J— r sin/>\/— 1 




D’ailleurs, en prenant /; = ± on trouvera 




(26) 


A = 


eosr 


Or, cette derniere valeur de A deviendra infinie si Ton pose 

(2/n-i)ir 

(27) . 

n etant un nombre entier aussi grand que l!on voudra; ,mais elle res- 
tera finie] et se reduira simplement a I’unite, si I’on pose 


r — n.%. 


(28) 
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c’est-a-dire, si Ton prend pour run tonne do la sdrie 

(29) o, 71 , air, Stt, 4?^, 

Ilya plus : si le nombre entier ji devient inliniinont grand, la valour 
de A correspondanto a r = n-K restera toujours tinie, lors(ju’olle cos- 
sera d’etre infmiment petite, ou, ce X[ui rovient an moine, lorsquo 

Tangle p dilFere tres peu de Tune des quantitds — -f- "• Pour Ic dd- 

montrer, nommons A le module de la diirerence A et d' un arc reel 
choisi de maniere a verifier Tequation 

{ 3 o ) A (cos d'-Hv’’— isind’) = A=: — _ . 

On tirera de cette equation 
/ 2 ^ \ 

^ — ^ircosp_^2COii{2r mip) -h e 

Si maintenant on cherche les maxima et minima de Texpression 

( 32 ) e'^rcoHp 2 (VQg ( 2 r sin /) ) -“h 

en considerant p comme seule variable, on reconnaitra qu’ils sont 
donnes par la formule 

2 cos/? sin ( 2 r sin p) -h ) sin p -.zr o, 

a laquelle on ne peut satisfaire qu’en supposaat 

(33) C0S/?=:O;, 


ou 

(34) sin/ 2 r=ro, . 

puisqu’on en tirerait dans toute autre hypothese 

e^rcofip — g~2rcogi? sin ( 2 r si n /? ) 

4^’ cos/? 2 /* sin/? ^ ’ 


(2r cos /-?)^ 
1.2.3 


( 2 r cos/?)* 

I .2.3 .4.0 


.< 1 , 


et, par suite, 
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ce qui serait absurde. 11 est aise d’en conclure que I’expression (3a ) 
admettra un seal maximum correspondant a sin/? = o, savoir 

(35) e^''+ 2 -i- 6-2'-= (e'- 

efc un seal minimum correspondant a cos/? = o, savoir 

(36) I + 2 COS3?- -H I = 4 cosU-. 

Done la quantite A- sera comprise entre les limites 


(37) 


I 

cos®/-’ 


et Ic module A de la difference A ne surpassera jamais la valeur nume- 
rique du rapport 


(38) 


T 

COS/’ 


Ce rapport 
pose 


devient infini, comme on devait s’y attendre, quand on sup- 

( 2 /i -V" I ) ?* 

2 


Mais, si Ton prend r = nu, la valeur numerique du meme rapport, ou 
la limite superieure du module A, se reduira simplement a I’unite. 
Done alors, dans la difference A, la partie reelle et le coefficient de 
y/ — I seront renfermes entre les limites — i, + r, et cette difference 
sera toujours une valeur finie, quand elle cessera d’etre infiniment 
petite, ce qu’il s’agissait de demontrer. ^ 

On aura done, en vertu de la formule ( 2 ), 


(39) 




pourvu que I’on reduise le residu 

- rlfL±£l)- 

<^((^(e-+e-0)) 
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a sa valeur principale. La formule (39), etant tloveloppn!, Iburnil I’e- 
quation conime 


(4o) 




TT 


Dc toutce qu’on vient clc dire, il resulte qu’oii peu(. enonccr le tlieo- 
reme suivant : 

TnEoa^:ME I. — Si, en attrihuant au module r de la tnriable 
.3 = r(c.o%p -H s/— 1 sin/>) 

des i'aleurs infiniment grandes, on pent les choisir de rnaniere que le pro 
duit 


(1) 

^evienne sensiblement egal a une conslante delerminde i, quel que soil 
d’ailleurs U angle p, ou du moins de rnaniere que la differenee 

3/(3) 

reste Loujours Jinie ou infiniment petite, el ne eesse d'flre in/lnintenl pe- 
tite, en demeuranl fiinie, que dans le voisinage de eerlaines ^'aleurs parti- 
culieres de V angle p, on aura 

( 2 ) ^((/(3))) = ,Ts 


pourmque, dans le premier memhre de Veqaaiiori (2i)» onreduise le residii 
integral 

a sa valeur principale. 


Corollaire /. — Lorsque les conditions enoncees dans Ic theoremo 
precedent sont remplies, la valeur principale du residu integral 


est coinpletement determinee par la formule (2). En d’autres termes, 
I’expression 


(B) 


((/(«))) 
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s’approclie indefiaiment d’une limite fixe, tandis que le nombre ,n 
devient de plus en plus grand, et cette limito fixe est precisenient la 
constante Done, si Ton nomme 

(40 ^ Oj ^ 1 ) ^*2 J • - • , ^‘/i, • - • 

les divers modules des racines de I’equation (3), ranges par ordre de 
grandeur, et la somme des residus partiels, relatifs aux racines qui 
offrent le module r„, la serie 

(/) 2 ) ^^ 2 ) ***3 

sera convergente, et Ton aura 

( 4^ ) ^^0 “t” . . . ~ a'. 

Si, au lieu de prolongerla serie (42) a I’infini, on I’arretait apres 
un certain terme, la somme des termes conserves ne serait pas rigou- 
reusement egale a i, mais la difference entre cette somme etla somme 
de la serie serait representee par I’integrale (18). Nous montrerons, 
dans un autre Article, comment on pent calculer par approximation 
I’integrale dont il s’agit, et par consequent le reste de la serie (42). 

Corollaire II. — Si le nombre des valeurs de 7?, dans le voisinage 
desquelles la difference 

cesse d’etre infiniment petite en deraeurantfinie, croissaitindefiniment 
avec le module r de la variable:;, alors, pour que Ton put compter sur 
I’exactitude de I’equation (7), il deviendrait necessaire que la somme 
des integrates semblables a I’integrale (20) s’approchat indetiniment, 
pour des valeurs croissantes de r, de la limite zero. 

Exemples. — Appliquons maintenant le theoreme 1 a quelques 
exemples, et posons successivement 
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On aura, dans I’un et I’autre cas, .f = i . Do plus, los valours do A, cpii 

correspondent aux valours precedcntes dc_/(c-), savoir 


(46) 


et 


(47) 


(6'= — e-=)'- 


A = 


(e“+ 6'-“)^’ 


resteront toujourslinies ou infinimcnt petites, laproiniere, pour toutes 
Ics valeurs de r comprises dans la seric 

13 5 7 

(48) -TT, -t:, -Tt, -r. 


et la seconde, pour toutes les valeurs de r comprises dans la serie (29), 
etne cesseront d’etre infinimentpetites, en derneurant linies, quo pour 
des valeurs de p tres voisines de + - ou de — Ocla pose, on tirera 
de la formule (2) 


(49) 


p / / I 

\\5 e-=-~ a -H e --- 




(5o) 




j ^23 Q—'iZ 
Z -f- 




puis, en developpant les equations ( 49 ) et (5o), on retrouvera les for- 
mules connues 


(5i) 



( 52 ) 


1+ - 

9 


T I TT^ 

^ 


Lorsque la serie (42) est divergente, I’equation (2) ne saurait sub- 
sister, etpar consequent Ton peut etre assure que les conditions enon- 
cees dans le theoreme I ne sont pas remplies. Ainsi, par exemple, si 
Ton suppose 

(33) /(-")= 7 ^ 


rr^ni+l 
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m designant un nombre entier quelconque, la serie (42) deviendra 


( 54 ) 


o, 


9 




5 

2 


(St:)'" 

, 


et sera divergente. Done alors il sera impossible d’assigner au module 
de I? line valeiir telle que la difference Arestefinie ou infinimentpetiie, 
quel que soit/>. Cette conclusion est d’aiitant plus remarquable qu’on 
a, dans le cas precedent, o, et que rexpression 

A =::;/( y/— i sin(97?z 4 - 2 )/>| 

(' “ g/*- ( cos2p-4-y /— 1 sin2/}) g— J*-(cos2p-4-v^^sin2//' 


s’evanouit en general pour des valeurs infinies du module r de la va- 
riable z. Mais, si Ton attribue a Tangle jo Tune des valeurs 
la meme expression r&duite a 




sin^' r 


deviendra intinie, quelle que soil la valeur infiniment grande attribuee 
au module r, ce qui s’accorde avec la conclusion a laquelle nous etions 
parvenus. 

Lorsqiie, dans la formule (2), on suppose la constante § reduite a 
zero, on obtient, au lieu du theoreme I, celui que nous allons enoncer. 

TiiBoiifiME II. — Si, en attribuant au module r de la variable 

z = r (cos p \J — isin/>) 

■sp 

des 7 )aleu 7 's infiniment grandes, on pent les choisir de maniere que le pro- 
diiil 


(0 ^/(-) 

denenne sensiblement e gal a zero, quel que soil d'ailleurs V angle p, ou du 
moins de maniere que ce produit reste toiijours fini ou infiniment petit, et 
ne cesse d'itre infiniment petit, en demeurant fini, que dans le roisinage 
de certaines xmleurs particulieres de p, on aura 

( 55 ) 


OEmres de C. — S. Il, t. VIL 


^9 
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pourm que, dans le second memhre dc I’ equation (55), on rdduise le 
residu integral 

<[,((/(-■))) 

d sa valeur principale. 

Exemples. — Posons successivcmcnt 


(56) 

( 5 ?) 


/(=) = 


J 


C'‘ ■+- 6' ’ 

e=> — ’ 



Alors, si Ton attribue au module de s line valeur infinimcnt grande 
prise dans la serie (48), le produit deviendra infiniment petit, 

quel que soit Tangle p. Par suite, la formule (5.5) entrainera les deux 
equations 



qui coincident Tune et Tautre avec la formule (5i). 11 est d’ailleurs 
facile de s’assurer que ces deux equations s’accordent entre elles, at- 
tendu que, pour passer de la premiere a la seconde, il suflit de rem- 
placer .s par i . 

Prenons encore 


(6o) 


/(-') = 


I 


a etb designant deux quantites positives. L’equation (3) sera vcrifiee, 
non seulement par la valeur 5 = 0 , mais encore par les valeurs de 
comprises dans les deux series 


(61) 

a ^ 

± — y'_i 

a * 

Stt j 

± — v^— 1 

a ’ 

(62) 

1+ 

, 3 it 

2 b 


• • > 
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Or, si Ton attribue au module de :: une valeur infiniment grande, tel- 
lement choisie que la difference entre cette valeur et le terme le plus 
voisin de chacune des suites 


(63) 

TT 
— 5 

271 

Stt 

a 

a ’ 

a 

(64) 


Stt 

56’ 

Stt 

56 


soit une quantite finie, le produit -/(s) deviendra infiniment petit, 
quel que soit I’anglejo. On aura done, en vertu de la formule (55), 


(65) 


^ (( ) cos )) 


ou, ce qui revient au meme. 




I 


71 /; 7t /< 

-H 


‘I'Kb 


'dizb 


r 

1 ) 


I 


% a 7C rz 



I 


3 7t _ ZTta 


+ 



Pareillemont, si Ton designe par f(s) et F(^) deux functions entieres 
de z, on trouvera successivement 


(67) 

( 68 ) 
(69) 


f(-) 





■= o. 


rzr O, 


f(^) 


^\\F(-) cos^. 


0 )^ 


o. 


Si Ton suppose, pour plus de commoditc, que soit une fonction 
paire de s, et que les racines de I’equation 


(70) F(5)=:o 


soient inegales entre elles; en designant par 


. . . ces memes 



308 SUR QUELQUES PROPOSITIONS FON 1) AM ENTA LES 
racines, on tirera de la formule (67) 



Si Ton suppose, au contraire, que soit une fbiKvtioii impaire de 
choisie de maniere a s’evanouir pour ^ = o, on tirera de la formule (68) 



Concevons en particulier que Ton pose dans Tequation (71) 


et dans I’equation (72) 
Alors on trouvera 


f(-) _ I 
F(j) 

lifl - 

F(=) 
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et 


I 

I 

2 

I ^ 3 

I 

— 71^ Hi 

TZb 

IH 

-.IH ' d^C- — QTT^^ 

37:6 3x6 


— e “■ 

e “ • 

~ e 

e —e 

I 

r 


I 3 

t 

I 

7T^ H 
e ^ 

%a 

— e ^ 

e ^ 

— e * ^ , 

St:// •i'Zti 

p 6 — Q b 

I 

I 

I 



^nabc^ 

2 71 — 

Q-bc) sinac 




Si, apres avoir multiplie par c- les deux membres de I’equation 
on prend c = co, on retrouvera la formule ( 66 ). Ajoutons que, si, 
apres avoir multiplie par la constante a les deux membres de cbacune 
des formules (73) et (74). on reduit cette constante a zero, on ob- 
tiendra les equations 


(75) 




71 

2 b 




— J 

Ab 


/o-kY 

\rb) 


(7«) 




m At' 




qui etaient deja connues et peuvent s’ecrire ainsi qu il suit : 

0 )=»- 


(77) 

d-- (( (c- sill 6-; 

Lorsqu’on pose, dans I’equation (67), 


cos6. 

r 


f(-=) 

F(-) 


et dans I’equation (68) on (69), 

— .rSm+i 

F(s)-" ’ 
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w designant uii nonibre entier quelconquc, on obtient los formulos 


(79) 


(8o) 


(8i) 


(_,)««+! 

i I 


c)%in 


4- 

3'-"' 


(7-“+' 1 

ti:6 

71:6 

2 TCP 

2 7C/7 

3 7X77 

3 7X// 

\ 

^ e '' -h- e 

a 

e 4- e 

tl 


0 a ^ 

77 

2 / 

,/ I 


32/« 





(2^)2»+1 I 

71 rt 

Tc'irt 

87:77 

3 7X77 

... j 

3 7X77 

6 7X 77 

— e 

"26 

e — <? 

26 


e~a*'_ e" 

“TJT 


^ I 

__ 

252 / 77 - 4-1 


H- 

32 / 77+1 


«2»i+2 / 

716 


2 7X6 

2 7X6 

3 7X6 

ir^6 

" — e 

77 

— e 

It 


/? — c?" 

77 

_ ' / 

^ I 


j>2/77-+-1 


. 1 .. 

32 / 77+1 


^am+2 1 

TC/i 

"txTT 

271:77 

2 7X77 


3 7X tl 

3 7X77 

^1 

1 

1 

_ 

e — e 

6 


e~ir--c~ 

6 

(-1)“ 1 

^ I 


32 / 77+1 


1 

32 // 7+1 


^2wi-+2 I 

7C6 

"tt/j 

37C6 

3 7X6 

-j- 

iizh 

6 7X6 

_(_e~ 

' 9U 

4-e 

277 " 


eJ^ -h e 

2 77 

' / 

' I 


32 / 77+1 


1 

52 / 77+1 


^ 2 7/1 -4-2 1 

TZtL 

%a 

8 71/7 

3 7X77 

“T” 

6 7X77 

67C 77 . 

\ 

e-‘‘ -i-e 

%b 

e -+- e 

26 


^ 4- e 

2*6 


Si I’on posait, au contraire, dans I’equation (6y), 

M -_L 

F(3) “ 


e{, dans i’equation ( 68 ) oii ( 69 ), 

f(-) 

on trouverait 


F(s) 




/ 




I ^ 

L e -f- e " 


I N 

2 , 


— —Hi! Hi —Hi 

-f- e " e 

5. 


— yim~\ 


■ (i 

EE — — aicrt 
Q 2/7 ^ 26 " _ 


37Crt ‘ BTCrt 


■ <2 

I 


^26 26 


26 


r 

2 (e«-— e-a-) COS (( ’ 
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j \ 


7T:/> _7rft 27C6 iTlb ~ Z'tZh ZT:b •• * 

Q __ Q Q ^ Q Q Q 


}' ^ 

(euz_ 


e-^-)smbz 


T: a Tzn 2 7Cff 271^1 iiza _ ^TZa 

e b — ^ b Q b — ^ b Q b — Q b 


(_j)..4-l 3^- 3^ J3^ + ^ 

2 « 2rt q^Ui^q 2« 


I 

TT/f 


%tL Z%n STt/Z oTTfZ 571 zz 

g 2 A_|_^ 2 /> g26_|_^ 2 ^ 


2 y -h e”"=) COS (( )) 


II est bon d’observer que les equations (79), (8o) deviennent inexactes 
dans le cas on Ton suppose m = o, el doivent alors etre remplacees 
par la formule (66) etla suivante : 


2 ( '^b 'Kb ^'Kb __ ‘i'Kb . Z'K.b _ 'i'Kb 

^ « __e — e " 


(I 2 7C ZZ 27V fi 3 7C/Z 37V fl 

"T ^ b — g b Q b — Q b 


Z?2 lEii 

\e^ — e 


Lorsque, dans les formules (82), (83), (84), on pose successive- 
ment 772 = 0, ttz = i , ttz = 2, . . . , on en tire : i** la formule (66) , 
2° celles qui suivent : 


vih J _ I ^ ■_ i . ■! 

/ “t" U6 TCft 2 ' 3 —Vit 

e~-e~~ e~-e " e«_e « 


■77 T + T?;; ST? 2 2 J££ _ 2 TL:f 3 -’42 

2 £ 4 . U _ A „ A ^ b i> b — o b 
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I I 


(87) < 


■ 


j J 

^ 3 

i-yr^ ' 


'A'Kh 

e "H e 


TZil TZ ft 


‘2 ATCn 




( 88 )', =46 


+ ■ 


(89) =6^ 


[ 7U/> 

TT /> 

Ve" 

4~ " 

4 

I 

TCti 

71 rt 


— 6' 2/7 

:2 

-352 

4 

a 


I 

Tzb 

TC/J 

e « _ 

- e " 


I 


27 rA iTCh 

e -h " 


q 

— e 


ATZti ■ 91^ 

2 h 


^IZh STCA 


4" 


'Ka 
o b ^ 


%n 

~ir 


8 

e * — e 


STT A 


u'ttA '■■ ' 


4- e 

r 

2/f 

STC/'jr 


!>TZa ^ 

,,-iA . 

-H e 

I 

2 A 

.HTC A 


ATZb 


~h e 

a 


I 




a TV a 

e 

- e 

■ “2 {7 


j 




"T^b 

// 

— e 

\ 

a 

ilTC/'/ 


-jf— 

A 

<r7'" 

' 1> 


— 7 (<^<^^' 4 -- 6^ ) — 10 

i 44 o ^ 


a- 


I 


O n 3 ATZ b T o 'A ttl 

la . ^ 9// -9./ = ~ 


(90) < = b ^ 


2 « 

I 

' 7 C/T TZn 


g -i « 4_ ^ 


4~ e 


4- 


27 -?-££ 125 f! 7 T^? 

' _ /i . _ 0/1 '■' ' n'j '" — 


e 


\ +i 5 («'-n 


Lorsque, dans ces dernieres formules, on pose h = o, on retrouve 
les equations connues 


I I I 

' - + 3s - |5 + 

I t 

“ 2 ‘ “■ 4 * 


TT- 

> 

12 

771* 
720 ’ 


(9O 
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ot 


( 93 ) 


( 1 I 

1 ‘ “ aTl + K3 


7r’ 

32 ’ 


Si Ton prend, au contraire h = a, les formules (85), ( 87 ), ( 89 ) don- 
neront 

2 3 I 


(93) 


(94) 





^>~-TC C — 

gSTC- 

■ 

” 87:’ 



I 

I I 

I 

_L_ 

I 

Ti^ 




e~'^ 2'^ — e~"'^ 

-h 3., 

gSTC 

720^ 



I 

1 I 

I 

r 

1 3 7:” 


|' , 

— 

g-n 27g2x_g-2n: 

gllir ^-37C 

907200 


1 



r 

I 

1“ 

'll __ 

~1~ e 

“tc 

' 5i 

y ;j Tc R TC ' 

-H e 

^ 571: 

e ^ 

is 

— 76’ 


T 


l T 

. . 1 

i 

I 


% 


'll 

3,3 RTC 

5I 

S7C 

, ‘2 

16.96 1 


+ e 


er--\- e 


e- e 


Ea general, si I’on pose a = 6 = i, on tirera de la formule (83), en y 
remplacant m par 2 m -i, et de la formule ( 84 ), en y remplagant 
par 2 w 

. 3 ; 


m 


(95) 


I 


.lui 


(96) — 


f>'K — e 

kni+l 

(i) ^ {{) 

I 


-jx aic :)TC 


*** 4\2, 


)' -I' 


/ j\ 4 ot+I 


)) 


e”-) cos 41 


e 


e ' 


Les seconds membres des deux equations qui precMent peuvent etie 
facilement exprimes par le moyen des nombres de Bernoulli, commc 
nous le montrerons dans un autre Article. Ces equations comprennent 
d’ailleurs comme cas particuliers les formules ( 9 ^) (94)* ^ y 

OEuvrcs de C. — S. IJ, t. VU. 


40 
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change m en — m, ellea donneront 


(97) 

(98) 


ty 4 WZ-pl 


^ 4 di-t 1 


g — Tc a — 


34«i~l 


54m-l 


5 -H 'HE __ IZE 

e - H- c “ e -1- e ® -+- 2 




o. 


pourvii que le nombrc entice m ue se reduisc pas a zero. Les Ibrnuiles 
(97) (9^) pourpaient encore se deduire des equations (80) et (81). 

Si Ton pose dans la formule (68) 


F(5) 

et, dans la formule (69), 


('(-*), a = bzT-r., 


F(i) — ^ 

l’(-') designant une function rationnelle de z’', on tirera do ces for- 
niules 


(99) 


I e’'— e-’' I 


gin _ e - 2 Tt 


f(2‘) 


3 


= v F 


4 o {^e^- — g-it;) sinTT- 


gait g— »« 

( (3*) ' 




-Ti !’(>)■ 


« r(3’-) 


(loo) / e* + e 


8<^/If _«5\ jj, 

(e ^ + e 2 j cos ^ 

Prenons, pour fixer les idees, 

5 designant une quantile reelle ou urte expression inoaginaire. Alorsles 


e2 -(.g 2 


I 

5 

~ g7C j (5 ) ' 

^ 2 ^ a 
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formules (99) et (100) donneront 


(101) 


^>71: — ^-71 i-f-5^ — e~-'^ 2^4- 3^4-5* 


8 71 ,?^ 


^ 716 * v /2 „ 2 COS { t.s v/2) 4 - v'’- 

I I 

3 I 5 


(102) 


Ti l -\- s'* 3 ^ 4 - 5 '" ' OTT _57: -u s'* 

^ 2 _j_ g 2 ^2 _j_ g 2 ^ 2 g i 


TT 

I 66'^ 


I ■ 


— /^c\ 

ev'*-+- 2C0S ( ■^_ ) + 
VV2 


Jusqu’ici nous avons suppose que les constantes, designees par a et h 
dans les formules (67), (68), (69), etc., etaient des quantites posi- 
tives. Mais il serait facile de prouver, a I’aide du theoreme 11 , que ces 
formules peuvent etre etendues a des valeurs negatives ou imaginaires 
des memes constantes. Cette observation fournit encore divers resul- 
tats dignes de remarque. Si, pour fixer les idees, on pose, dans la for- 
mule (68), 


cos 


I sin - ) V — U 


, Q / — • ' 

=: cos - -H V — I sm 


i{=) . 

F(s)- 


m designant un nombre entier et 0 un arc reel, on trouvera 


(io 3 ) 


I 


r / ^ , — . d 

sin cos — h V — ^ 




: 0 , 


OU, ce qui revient au meme, 

/ eTC«ia6sin(7TCOS0 — /»g) +g-”"‘°^sin(7rcosg-t-ffl9) 


(io 4 ) 


gSitsiuO — 2 COS(27r COSS) -H g 

,2w»in0 sin (211 cosS — m B) + e-^»‘^^°'>sin(2 7 r cose-H wS) 

’ giitsm6 — 2 C 0 S( 4 ' 7 r COS 0 ) -t- 

J gS^sinO sin ( 3 TC COS 9 — mB) + e-^”°i°^sin( 3 TCCOs 9 -H mB) 


I e 


32 /W-l-l 


^CTtsinO . 


.2COS(67i:cos6) 


rr2w+l 


8 


L- 


r/ " B . — .9 

1 CO 


sin - 4 - y— I sin ^ 


^ sj sin l^^cos I — v/— I sin - ^ 5 
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La forrnule (io4) subsiste dans le cas nibmc oii Ton y remplace m par 
— m. Seulement le second membve s’evanouit alors, des ([uc le norabre 
m devient siiperieur a I’unite. 

Lorsque, dans la forrnule (i:o4), on prend 0 = on est rtimenc a 

I’equation (go). Si Ton prenait, au contrairc, 0 = cetlc forrnule 
donnerait 


TCy'S 32 //t-hl Z TZ i/Z STC v/S 


\ mrc 
-H \ cos -ry- 


V e H- e 


(? " — j— 


(‘o5) { _ 


, _ -J L 


-2TCy/3 


. rn Tz 
H~~. . . ) sm 


4 


8 ‘-e=-..>.cos^V/'3 + e- 

puis on en conclurait : i" en remplagant rn par — t , 


3 


\ v/ 3 a /ii 5 u y/d r> tt y/;T 

(loC) -t-e = c - -+-e = e”“4-e' 


i/S 


\ gairyi ^-a-Tcyi ^>»7Cv/7i ^^-aTcys 

2 ° en remplagant m par — m, et supposant le nombre w siiperieur a 
I’unite, 


1 I 'n:y/a 37r y/a 3TC y/s 

( 107 ) ] ' 6 >“^-h 6 r ^ 


kCOS ■ 


mil 


4 .. 


52/«— 1 

^ ■ 


, Try'S g-STtyS — ^-271^3 gSTryS ^-STtyS 


, //iTT 

-. . . ) sin — ::::: O 


Ajoutons que, si Ton remplace m par Zm, on tirera des formules (io5) 
et(i 07 ) 


(108) 






O ^3 


e- — 2 cossj y/'S -+- e~- 


2 
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Ct 

(109) 


TT y 3 TC y^' 3 

e ' H“ e " 


3 7t V 3 

(i " _j_ ^ 


3 71 V 3 
2 


5 Tt Y 3 


On conclura, en particulier, de la formule (io8), en prenant m — o, 

t I 

T 3 5 TT 

(110) 


7T:v' 3 Ttys 3 71 V 3 


5 Ttys 3 Tty 3 

e e ■ 


48 


Parmi les diverses formules que nous venons d’etablir, les unes four- 
nissent iinmediatement les sommes de certaines series. Telles sont les 
formules (gS), (94), (qS) et suivantes. D’autres servent seulement a 
transformer les sommes des series que renferment leurs premiers 
membres. Or, ces transformations seront souvent foi't utiles pour le 
calcul numerique des sommes dont il s’agit. Ainsi, en particulier, con^ 
cevons que Ton propose cFevaluer la somme 


I • 3 ‘ 

X X- J 


-.3 


pour lino volcur do x tros pou differonte de 1 unite, pur exeinplc, poll! 
.%•=: 1,0001. Comme, dans la serie 

3 


1,0001 ■ 


J , 000 I 


s, ( 

I y- 

(1,0001)-— ( 

I , 0001 ) 


(1,0001)^ 


1,0001 


le terme dont le rang est indique par le nombre 1/40000, saToir : 

I 40000 


(i,oooir‘^°'‘^-(^- 


I 


,0001 


surpasse un dixieme, il est clair que, pour obtenir a un dixieme pres 
et par un calcul direct la somme demandee, il faudra evaluer environ 
cent quarante mille termes. Par consequent, le calcul direct de la 
demandee sera irapraticable. Mais il est aise de transformer 


somme 
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cette somme a I’aide de la formule (85). En effct, si I’oa pose dans 
cette formule 

izh 

z= 000 r , 


et si Ton fait d’aillcurs, pour abreger. 


on en conclura 


9 , 8696043 

l.r i(l,000l) 


= 98700 > 977 -- 


(in) 



l.r\4 — 




Or, dans le second membre de I’equation (iit), on pourra negliger 
sans erreur sensible les termes qui renferment X, et dont le premier, 

savoir * 

—.X 

e-' — e~-'- ’ 


a une valeur numerique plus petite que Texpression 



On aura done, avec une approximation extremement considerable, 


I 2 


a? — 


1 



3 




= 2500,124997. . .. 


Les applications que nous venons de faire de la formule (55) suffi- 
sent pour en montrer Tiinportance. On pourrait, au reste, multiplier 
indefiniment ces applications. Parmi les equations remarquables aux- 
({iielles on parviendrait dc cette maniere, nous citerons encore les trois 
formules 


(II2) 


r ( cos 71 x; 

SiUTTS 



O, 
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(u3) 


r 


I 

cos 2 7 i:j — C0S2 7 ra) — 2 cos2 7ra) 



(ii 4 ) 



dans lesquelles a, ^ designent des quantites reelles ou des expressions 
imaginaires, et fC-^’) une fonction rationnelle de z', qui pent etre quel- 

conque dans la formule (ii 3 ), niais qui doit s’evanouir avec ^ dans la 
formule (112). Si Ton developpe ces trois formules, on en tirera 


(n5) 


(117) 


/ _ 4 _ f>—‘ 7 Z 


/>2TC I ^-271 pZTt^p—ZTZ 

^ l'(0+ 


> “ /; (e®=— e-®=)sm 7 i:- U - //’ 


[\ (e' 

!'(«*) 


I 


r[(^+o'-] 


(116) 


1 

a — 2 COS 2 7 ra -h a -hi — 2 COS 2 7 ra-he"-^^^"^^^ 

I |’[(a — i)^;j 

a — I — 2 cos 2 713 ( 4 - 6 !"-^^^“^ ' 

p 4 /iM 

(cos 2 71 xj — COS 2 Tra) — 2 cos 2 Tra) 

1 
3 


• SI 11 2 7132 


I H- ,s‘- 


S- til —ill 

4 "" 


i-2 H _! 


9 + 


4 + 7 e=-e 
4 

2 — ( v/2^- + COST! 


‘ 2 .9 (^e'^sjis COS TT v /2 5 -h v^‘ 4- 2 cos 2 TT v/ 2 .9 -h c 


Lorsqu’on pose ^ = 0, la formule (117) reproduit la premiere des 
equations (91). Ajoutons que, si Ton prend 


les formules (ii 5 ) et (116) donneront 


(1 18) 


g7C_|_ I ^ g2or^_ g-27t ^ e37r_|_g-37i: 3 

eTz__ g-7t I ^4 "3” e-r.^ g- 2 tt 2^4- 3^4- 

71 / g^^V^ -h 2 COS7r^\/2 4- 

4*5^ — 2 cos TT 5^/2 4“ TT-^-/ 



" 9 ) 
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£ 1 

I g I a -H r 

cos 27 ra -f- a’" -h — 2 cos 2Tra ~h ( a -4- i)^'' "+"••• 


I : * 

^ _ j-yr^ ^.4 ■+“••• 

TTSinSTTa I 

.y^’ 4(i -" cos2 7ra)‘^ 

TTsinsTra i 

^ " ^.27r V2 4- 2 CO S 2 TT ,9 \/ 2 -h — 4 CO S 2 HOC H- c' C 0 S 7T ,y + 4 cos^ f^Tra * 

Si, clans ces dernieres formules, on fait evanoiiir ,v, on on tirera 


(120) 


o7C T — TT 


^TC ___ p—7Z 


‘2tc I y,~27r 




•+■ o” 


I 


2^ ^-'^^^>-27: ^ 33 g37C_^>~37r 




7'^ 

1 80 ’ 


af 2 cos2Tra H- (a -M)‘* 0082^7:^ ~H cr-^^tTaM; ■+■••• 


(i?.i) 


(a — i)'^ e2it(a-i) — y COS'^TTa H- ‘ ’ 


111 C 0 S 2 7 ra 

3 (i — C0S27ra)^ 


sin 2 7 ra. 


On pent encore deduire du theorenac I deux propositions qui meri- 
tent d’etre mentionnees, et que nous allons faire connaitre. 

Theoreme Iir. — Si] en attrihuant au module r de la variable 


^ — /•(cos/?-Hy/~x sin/?) 

desvaleurs infiuimeni grcaides, on pent les choisir de tnani^re que le pro-- 
duit 

( 122 ) ^ f{^) /(“— . 

2 


denenne sensihlement egal a une constante determinee quel que soil 
d adleurs I angle p, ou da moms de maniire que la difference 

( 1 ^ 3 ) 

2 


resit toujours Jinie ou infiniment petite, et ne cesse d'Stre infiniment petite. 
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en demeurant finie, quedans le t^omnage de certaines 7'aleurs particulieres 
de p, on aura 

(134) ^((/( = )))=.f, 


poiirm que, dans le premier membre de [’equation ( 124 ), on redidse le 
residii integral 

/{-))), 

a sa valeur principale. 


Demonstration. — Soil une racine quelconque de Fequa- 

tion (3). Si Ton pose 


on aura 



et la formule (4i) de la page 173 du premier Volume (') donnera 


(125) 


p (£-£ 0 /(£)__ p (<- U )/(-0 

o {{Z-Z,)) ^ ■ ((t-t,)) 


De plus, comme le module de la variable t sera constamment egal au 
module de la variable il est clair que I’equation (laS) entrainera la 
suivante : 


(R) (-n:) (R) ^{TCi (R) 

(136) ^ ((/(^))) = - I ((/(-z)))=^- r m-z))). 

Si maintenant on fait converger le module R vers la limite 10, on trou- 
vera, en passant aux limites et supposant les residus 

£,((/(--))). <!:((/(--)))- 

reduits a leurs valeurs principales, 

(-7) i((/W))=-£((/(-=)))=™^^^^^“- 


( 1 ) OEmres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 217- 

OEuvres de C. — S.Il, t. Vll. 


4l 
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ot, par suite, 

(laS) 







Coaime on aura d’ailleurs, en vertii de I’liypotlidse admisii et dii tlieo- 
renie f, 



on trouvera definitivenient 


ce qu’il s’agissait de demonlrer. 

Dans le cas particulier oil la constante ,f devient nullo, on obtient, a 
la place dii theoreme III, celui quo nous allons enoncor. 

fHKOPvftME IV . — Si, en atiribiianl au module r de la variable 

z = /’(cos/j-l- v'— I sin/i) 

des valeurs infinimenl grandes, on peal les choisir de inauieve (jiie le pro- 
duu (122) devienne sensihlement egal d zero, quel que soil d’ailleurs 
I angle, p, on dii moms de maniere, que ce produil resle loujours fini ou in- 
finiment petit, el ne cesse d’Stre infinimenl petit, en demeurant fini, que 
dans le voisinage de certaines valeurs particulie'res de p, on aura 

^((/(.))) = o, 

pouivu que, dans le second rnembre de V equation (i 3 o), on reduise le 
residu integral 

<S((/(^))) 

a sa valear principale. 

Corollaire. ~ Lorsque la fonction /(z) est paire, c’est-a-dire, lors- 
qu elle ne change pas de valeur, tandis que la variable s change de 
signe, on a identiquement, quel que soil s, 


/(-)=/(—«), 
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Done alors la valeiir principale du resiclu integral 


m 



qui suhsiste effectivement dans le cas oii Ton rkluit le residu qu’elle 
renferme a sa valeur principale, mais pent devenir inexacte dans le cas 
contraire, ainai quo nousl’avons montre ci-dessus. 



SUR LE DEVELOiM'EREM 

DES 

FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE 

EN FRACTIONS RATIONNELLES. 


Soit/(«) Line fonction qui devienne infmie pour certaines valeurs 
de la variable x. On pourra, dans beaucoiip de cas, developper cette 
fonction en une serie de fractions rationnelies, par le moyen des for- 
mules (69), (60), etc., de la page ri2 du premier Volume (‘). Mais, 
pour n’avoir pas d’erreurs a craindre dans I’applicalion des formules 
de ce genre, il importe de fixer d’une maniere precise le sens des nota- 
tions qu’elles renferment, et les conditions sous lesquelles ellcs sub- 
sistent. On y parviendra sans peine a I’aide des principcs exposes dans 
1 article precedent, et 1 on etablira ainsi les diverses propositions que 
nous aliens enoncer. 

Theoreme I . — Si, en attrihuant an module r de la variable 
z — /-(cos/i -L- \J — I sin p) 

des valeurs injiniment grandes, on peut les choisir de maniere que la fonc- 
tionf(^z') devienne sensiblement egale a une consiante. determinee §, ou 
du moins de maniire que la difference 

(•) m-i 

reste toujoursfinie ou infiniment petite, et ne cesse d’etre infiniment petite, 
(>) (Mmres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 143 et 144. 
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en demeurant firiie, que dans le voisinage de certaines valeurs parliculieres 
de V angle p, on aura 


( 2 ) 


f{.r) = 


p (( f{ = ))) 

^ X — - 


-f- 


pouh’u que, dans le second membre de I’ equation ( d), on reduise le residii 
integral 

p a /(=))) 

^ X — .3 

a sa valeur principale. 

Demonstration. — Pour deduire cette proposition du premier theo- 
reme de Particle precedent, il suffit de substituer a la fonction /(--), 
dans la formule (2) de la page 3o2, le rapport 


» 

Z — X 


et d’observer que, dans Phypothese admise, le produit 





deviendra generalement egal a i, pour des valeurs infinies de r-. Cela 
pose, la formule citee se trouvera remplacee par la suivante 

qui coincide evidemment avec Pequation (2). 

Exemple. — Si Pon prend 


/(^)- 


(ex_ g.-xY 
otX I 


la fonction 


/(-) = /[r(cosj? + si— I sin/?)] 
conservera une valeur finie, quand le module r sera un nombre intini- 
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ment grand pris dans la serie 

TC StT StT 2 

TT, 37r, .... 

et cette valeur differera tres pen de I’unite, ii moius quo Tangle p no 
devienne sensiblement egal a Par suite, on trouvera #=i, et 

Tequation (2) donnera 


( e^' — e~^ )- 


( 3 ) 


i 


\ 


p I {d'’ <?■*’)"' 

X — V' d ;; 



4 - 



7 T 

taug 7 
[\ 


X 4 - 


I 


‘i 
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lang 


oil, ce qui revient au memo, 



Dans le cas particulier oil la constante § devient niillo, on obtient, 
a la place dii theoreme I, la proposition suivante : 

Theoreme ii. Si, eri attribuant au module r de la variable 


z — /‘(cos/? I siri/>) 

des valeurs infiniment grandes, on peat les choisir de rnaniere que ki 
fomlion f(^z) denenne sensiblement egale d zero, quel que soit d'ailleurs 
r angle p, ou da moins de rnaniere que cette fonction reste toujoars finie 
oil infiniment petite, et ne cesse d'Stre infiniment petite, en demeuranl 
finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particuliires de p, on- 
aura 


(»■) 
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pourvu que, dans le second memhre de V equation (a), on reduise le residii 


integral 


c {{/{-))') 

^ X — -S 


d sa valeiir principale. 


Exeinples. — Si Ton prend successivement pour f[x) les quatre 
fonctions 

i_ I I I 

sin^’ cos .3?’ 6 '^ — e'^-T-e~^^ 


on tirera dc la formule (5) 


sin.y (,.r — ((sins)) x \x — r. x -[ 


7 ^) 


COS^“ {^x — z)(^{CO^z)) ■ ^ 

__L_ r ^ 

— (x — z) ((e-— e~-)) 

I I / T 


X -i X — 


2 X ^ y.r — t: I X -\-Ti\j — I 


I i 

X — 2T: ' X -T- 2 TT 


ot: 0 71 

X “1— X — 

2 2 


I I 

X — 2 71 y — I X -I- 2 71 V' ■ 


{X — z) e--)) 


f ' , 

^ 7 

-( 


\7r H- 2 xsj—‘l 

71 — 2X\J—lJ 

ydlL -t- 2 X y/— I 

Stt — 3x\/— 1/ 


ou, ce qui revient au meme 

/X II / 

( 1 0 ) = h 2x( - 

sm.x X \ 7 i 

(ii) — — =z[^t:(— Y 


II / I I I 

j,.„ g ^ j — ^ ■ . - — — — — ■ ' 

sin.d?? X \7r' — 4'^' — 9^' "" 


0 

r2 ^ 


I L_4__i_ 

e^—.e~'^‘~~2x /iTi^-hx^ gn~-hx^ 


/ I 3 ^ \ 

gqr2_^^^2 * 2571^4-4^^ “7* 


Ces diverses equations s’accordent avec celles qu’Euler a donnees 
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dans V Introduction d V Analyse des infinirnent petit s. Si, apres avoir 
developpe les deux membres do chaQunc d’clles suivanf, les puissances 
ascendantes de x, on egale entrc eux les coefficients des puissances 
semblables, on trouvera les formules conniies 


(< 4 ) 





(3 — 0 


I . 


720 

'^ 1 . 3 . 3. 4 

3 T, 71 ® 

3 o 24 o 

1 / , , Tt' 

( 0 ‘> — I ) r- — 7 . 

42 ^ I . 2 . 3.4 


(i5) 



III __ 5jr'’ 

' ~ P 5 “ ~ ^ TsbF)’ 


» I r I 

Les equations (i 4 )» dans lesquelles les fractions g, ••• sont 

precisement les nombres de Bernoulli, pourraicnt etre immediatemcnt 
deduites des formules (71) de la page 349 du premier Volume ( ’ ). 

Theoreme III. — Si, en attribuant an module r de la variable 

r{c.osp -\- \J— I sin/j) 

des valeurs infinirnent grandes, on peul les choisir de manUre que les 

5 

2 

/(^)-/(--^) 

cleviennent sejisihlement e gales, la premiere a une constante deter minee 


deux fonctions 
(16) 

(^ 7 ) 


(7 ) OEuvrex de Cauchy ^ S. II, T. VI, p. 4xa. 
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la seconde a line autre constante cfi, ou du moiiis de maniere qiie cha- 
Cline des differences 


(18) 

cl , 


2 

(19) 

/(--)-/(-=) . 


reste toujoursfinie ou infiniment petite, et ne cesse d^etre infiniment petite, 
en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particii- 
Hires de V angle p, on aura 

(20) /(^) — (£, f xffy. 


pourm que, dans le second memhre de liquation ( 20 ), on rediiise le 
residu integral 

a sa valeur principale. 

Demonstration. — Pour deduire cette proposition du tlieoreme III 
de Particle precedent, il suffit de substituer a la fonction /(s), dans 
la formule (124) de la page 321 , le rapport 

/{=) 

, 


et d’observer que, dans I’hypothese admise, le produit 
/(^) .n-=) /(^)+/(-g) I 

JZ — OC Z OC 2 2 

se reduira generalement a 


pour des valeurs infinies du module de s. Cela pose, la formule citee 
se trouvera remplacee par la suivante 


f 


/(^) 




C x — z 


■ X§1, 


qui coincide evidemment avec l’6quati6n (20). 

OKuvren de C. — S. llj t. Vll. 


42 
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Exemples. — Si Ton preml 


/(j;) = cot,-, 


on trouvera 


/(=)+/(- 5) 


: 0 , 




COS ' 


1>. J 


sin ■ 


et par suite 

zz: O, c)' 1 I . 

Gela pose, la formule (20) donnera 


cot — A* H” 1 


(21) 


^ X — 


X X 

V TT 71 


I ) * 


r 


I i 

X — - X -h — 

2 71 2 71 / 


--X — 2 X 


~h ■ 


I 




-H , , 


Soit encore 

(22) 


sm- 


M- 


ha 

X — a 


sm 


ca* 


X- — 


a, h, c designant trois constantes reelles ou imaginaires; et supposons 
le module du rapport - egal ou inferieur a afin quo la fonction /(=) 

conserve une valeur finie quand on attribue a ^ « une valeur tres 

peu differente de zero. On aura sensiblement, pour de tres grandes 
valeurs du module de s, 

/(j) -4-/(— j) ^ h /{z) — f(—s) i) 

2 

et Ton en conclura 


— J 

C 


ac 
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Cela pose, la formule (20) donnera 

ha 

X — a b f 


sin - 


(23) 


sin 


"( I-L- f \ C— L 

c \ a I X — 


ba 

sill 

p r — a 

X - 




ou, ce qui revient au meme, 


ba TT /; . h v/xlTi-hc ^ 

sin ; , . cos — sin 

X — a b / x \ c c rax 


0.7zb . h v/^TTfSTT-hrl 

cos sm 

c c ■ cax 


Sin 


ca- c 


v/ttI TC - 4 - c) .r‘-j V^ 27 :( 2 'Jt - f- c) 




izh . b v/'ir('TT — n 

COS — sin 

c c ca X 


n 7: b . b 27 : — n 

COS Sin 

c r rax 




z{a X-) y/ 2 7: (2 7: — C ) 


ca ^ — 2 7: (a- — X- 1 


, Tzb h UTzhi-^-r . 27zh b ^ 2 71(27: -Hr) 

Sin — cos - ^ sin cos ^ 

c c ca^ r c 


ca- 


crt^-T-7z{a'^ — x'^) 


ca-^27z{a- — .r‘^) 


. Tzb bi/TZiTZ — c) 

sm — cos— ^ 

c c ca- 


. 27zb h v^2 7:(27r — r I 

Sin COS 

c r ra- 


ccC^ — 7 z (a^ — X-) 


ca - — 2 7 :|«-— 


Si, pour fixer les idees, on prend b = j , c = 2, on tirera de Tequa- 
tion (24) 


sui- 


sin- 


2a-^ 


I / X 

2 V^aJ 


— a- 


V/7T(7r -h 2 ) 
cos ^ ^ 

2 

2a^ 

v/ 71 ( IT - 

cos — 

2 

“ 

2a^’ 

7l 

2 -i- T:(a - — x'^) 

71 


2a~-— 7:{a--— X-) 

. v/27r(2 7r-i-2) 

2 

2 ax 

. 1/2 71(2 7r- 

Sin V ^ — 

2 

- 2 ) 

2 a X 

y^2 7r(2 7r 4- 2} 

2 a-~h 2 71 (a- — x^) 

\/27r(27r — 


% 

J 

J 

v/3Tr(3‘7r-h2) 
cos ^ 


i/37r(37i' 
COS-^^ i 

“2) 


2 

2 dr 

2 


2 a-' 

071 

2a'^~^oTt:{a- — x'^) 

371 


2 a-— 37r(a- — x-} 

„jj^v/47T(47r-f-2) 

2 

2ax 

sm ^ — 

2 

-2) 

2 ax 

\/47r(4'7r -h 2) 

2a^-\- l^'K{d^—x^) 

: 

•p^ 

• 71 

: 1 

~) 

2 or — 4^(<^" — 


Si Ton prenait 6 = i, c = i, I’^uation (24) se reduirait a la for- 
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mule (3o) cle la page i39 du premier Volume (*). Mais, coramo on 
aurait alors - = i > -> on ne pourrait plus compter sur I’exactitude 
de I’equation (24). Nous avons cHectivemcnt rcconnu par un calcul 
numerique que la formule ( 3 o) de la page iSq du premier Volume est 
inexacte. 

Si, apres avoir developpe les deux merahres do I’equation (24) sui- 
vant les puissances ascendantes de x, on egale entre eux les coefficients 
des puissances semblables, on obtiendra de nouvelles formules, savoir. 


sin b 
sine 


. Tib bs/niTi: -h c) 
, c sin — cos ^ 

be c 

c 7 r( 7 r-hc) 


-h ■ 


.. izh hsJ'Ki'K — 6‘) 

c sin • — cos — — ^ 
c c 


7r(7r — c) 


( 26 ) 


b cos b 
sine* 


b 

c 


Tib , hJTliTl c) 

ccos — sm-— ^ - 

c c 


(tt c) s/ti{ti c) 

Tib . bJniiz — c) 

c cos — sm - 

a c 

(tt — c) \/'ir(Tr~ c) 


. 9.Tlb b\J27l(27l C) 

c c 

2 T:{ 9 T, -h c) 

, 2 Tib h sj 2Tli 2 Tl — a ) 

c sm— — cos— — — ^ 

c c 


2 71: ( 2 TT — C ) 

2 Tib . h \/2 Tl ( 2 Tl c) 

c COS sm — ^ 

c c 


+ . . . 


( 27 r H- e*) \/ 27 T ( 2 Tr -h c) 


*:>. Tib . b J 2 Tl ( 2 Tl — c ) 
ccos — - sm — ^ 


(271 — C) \J2Tl\2Tl — C) 


“H. . . 


puis, eii posant h = x, c— 2x, on en coiiclura 


(27) 


! cos.r 


-=t- 4 ^L 




[ 


71 ( 71 + 20 ?) 


\Jti(tI — 20?) 
cos ^ ^ cos 
2 


3 Ti{oT. + 2. o; ) 

\/37r (371 — 2 JC') 


i(ti — 20 ?) 


37 T( 37 r — 20 ;) 


] 

1 


siny/7r(7i: + 0 ?) 

— — - — + 


sin \j2Ti{2Ti H- o; ) 


( 28 ) ( 


sino? X {ti-\- x)\Jti{ti x) (271 + .x*) \/27 t(27t + .r) 
-f. sinv/7r(7r--o ;) sin \/27r( 271 — o;) 

(tI — 0?)^7r(7T — O?) (27r — O* ) 1/2 7T ( 2 TT — ,X') 

{‘^) OEmres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 176. 
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Si 1 on remplace, dans ces dernieres, x par ~x, dies donneront 


(29) 


I ^ ^ !\x 


COSTT'^ 


JL 

(i — 2 xy^ 


07 : f 2 

COS { I — - X \ 

I 2 \ a 7 

— 2X 

3^ a 

1 - 3 J; 

5- 2 

l — ^x 
a 


C0S^(H-3J')" COS^(n-^j;)' COS^"'' 

^ I 2 \ o / I 


I -f- 


H- 


2 

1 + 3 .^ 




5'^ 


(3o) 


I 


I 


sin Ti ( I — xY 
(l — xf- 


I 

2 ^ 


sjiiTrJ? %x tl 




3 

-I 


.-f'- 

2 , 


4-^ 


.1 

sin 7r (i -H xY , i 
1 *“ ^ 


sin 2 7r i-H 


1 


X 

I-h - 
2 


sm3-(|,+ |)' 


(-!)■ 


Enfin, si, apres avoir developpe les deux membres de I’equation ( 29 ) 
ou (3o) suivant les puissances ascendantes de x, on egale entre eux 
les coefficients des puissances semblables, on obtiendra des formules 
qui pourront etre reduites aux equations connues 


(3i) 


I I 

i '-^3^ 


I 


i-f- 


3^ 


T T 

+■ 

7 

I j 

I I 

5 ® 


71-' 


I 2^ 
6 ■“ 


2 

I 2 ^- 


I TT- 
1 .2^ 

-I TT^ 


3o 2 I. 2 . 3 . 4 


960 4^ 2 1 . 2 . 3 . 4 -5.6 


(32) 


I 4- ~ + 
2 - 

I 

I 4- -1 
2 ^ 


I 

F 

I 

F 


I 

4^ 

I 




TT- _ 

¥ 


90 

7T® 


I 27r^ 

6 1 . 2 ’ 

I 2^71*^ 

3o 1 . 2 . 3 . 4 ^ 

I 2^7;® 


42 I. 2. 3. 4 . 5 . 6 
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II serait facile de verifier numeriqueinent, dans des cas particuliers, 
les formiiles (24), (a.i), (26), (27) et (28). Ainsi, par exemple, si 
Ton prend «•= ", la formule (27) deviendra idontique, et la for- 
mule (28) donncra 

. Ttv/afi” . . TZs/O.C) ■R\/8.y . TzJio.q 

sin—V m,i_X 2 — sin— sin — ^ — - sm --i - — •- 


-^ = 0 , 896 ...= 

^ I VS. I 


3 v/ 4.3 


)\/G.r) 


j 


v/8.7 


9^10.9 


. •KiJ'i.i . 711/4.5 . TljG.n . ■K\Jh.q . TTl/lO.U 

sn—*! sm— — sin--^ — sin — = — ■- sin 

a a a a a 


3 \/ 2.3 


5 ^/ 4. 5 


7 V/ 6 , 




r r l/io. 1 1 


= 0,56263... H- 0,07176... 4- 0,0267a. . .4- 0,01 384 . .. -H 0,00845. . . 
4- 0,08829. .. 4- o,o3o20 .. . 4- 0,01 5 10. . .4-0,00904 ... 4 - 0,00601 . . . 

Afin d’evaluer plus aisement la somme des sinus quo renferme I’oqua- 
tion precedente, nous observerons quo Ton a sensibloment, pour de 
trijs grandes valeurs du nombre entier n, 




. ■K'J'iniQ.n — i) . 7Tv/a/t(2« -H I ) 

sm — sin 

2 2 


-( 2/1 — l) \/ 2 /i ( 2 n — - l) ( 2 // -f- l) ^/ 2 /^( 2 /^ - 4 - l). 

On trouvera d’ailleurs 


^ 2 7 T \ l \>> 

[\n^^ 1 \ 4 ^^'^ 


. 7rv/2.i . t: sj 2 . i 

S]n---A — - sin — 


l\/2. I 

3 \/2 . 3 

. 7:^473 

c 1 ri ^ 

. 7Lv/4.r) 

0 111 

am - 1 - . - — 

•1 

-j- — 1 

3^473 

5 \/% . 5 

. 7:v/ 6.5 
sm — 

. 7rv^6,7 
sm — — - 

2 

2 

5 y/6 . 5 

7>/6T^ 

Sin — ~ ^ 

, Trv/S.Q 
— z 

2 

2 

7V^ 

9V^ 


4 


0,07176... -f- O , o3o20 . . , 


o , 02672 ... - 1 - o , o 1 5 1 o . . . 


v/2 


i() 


36 


T “H 0 , 0135 . , 


-h 0 , 0021 ). . . , 


o,oi 384 . . . -1-0,00904. . , = ^ 0,0007. . . , 

Oq 
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33 o 


( 34 ) 


Sin 


71^/10.9 


sill 


rV'io.i I 


9 \/io.g 


n \/io, 1 1 


: 0,00845. . 


■ 0,00601 . . . 


_ 


100 


0 , OOOo . 


et, par consequent, 


sill 


Its ! ‘ 2, 1 . 7rv/4-3 . 7rv''6.5 . . ttv 

sin — — — sin — I cini-J I cm 111 


Sill - 


sin 


Sill- 


sin ■ 


10.9 


I v^ 2 . 1 


3 v^ 4*3 5 \/ 6.5 7V^S*7 


9 V 10.9 


. TT ^ 2 .3 .7r\/4.5 . t.JQ . n , iz v 8 .0 . 7 : v i o . 1 1 

^la—^ sill— sin — — ^ sin-i — ^ sin — 

2222 2 


3^/2. 3 5 v/ 4-5 7 V' 6.7 9 v/ 8.9 I I \/io. 1 1 

Ji f \ 1 \ 

— o>297o. . . + o,oi 3 o .. + 0 , 0025 ... + 0,0007. .. ■ 


■ 0,0000. 


^ ^ H-o, 3 i 5 ... = 0,081... + o, 3 i 5 ... =0,896. . . , 


ainsi que Ton devait s’y attendre. 

Lorsqu’on attribue au rapport 1 ou au produit 2x, dans les for- 

mules (24), (26), (29), ou bien a la variable x, dans la formulc ( 3 o), 
une valeur reelle superieure a -rz, les sinus renfermes dans un ou plu- 
sieurs ternies de ces formules se changent en exponentielles. Ainsi, 
par exemplc, on tirera de la formule ( 3 o) : i" en supposant la va- 
riable X comprise entre les limites x — i, x — 2, 



X 


sinSTt/ I— ^ ) 

T \ X 
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20 en supposant la variable x compriso eiitre los limitcs .r — 2 , .r = 3, 


I I X 

— ] 

SlIlTT.'r 71 .-r TT" 


qTZsJx—I 

2(.T — r)‘^ 


) 



1 

sin 7 T (l iT-Y 
{i-haif 




Dans Ic cas oil les constantes ct ,f, s’evanouissent, le iroisieme 
theoreme coincide avec la proposition que nous aliens enoncer. 

TiiEORiiME IV. — Si, en allrihiiant au module r de la variable 
z = /'(cos/) H- \J — 1 sin/>) 


des valeurs infiniment grandes, on pent, les choisir de rnaniere que. les deux 
fonetions 


( 16 ) 


/(-)+/(--) 

2 ’ 


(> 7 ) 


2 ^ 


deviennent sensiblement nulles, quel que soil d’ailleurs I'artgk p, on du 
moms de manUre que chacune de ces fonetions reste loujours Jinie ou infi- 
niment petite, et ne cesse d’etre infiniment petite, en demeurant Jinie, que 
dans le voisinage de certaines valeurs particulUres de p, on aura 

( 36 ) 

pourvu que, dans le second memhre de Viquation (36), on reduise le re- 
siduintigral 

r ((/(^))) 

pc — z 

a sa valeur principale. 
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Exemple. — Supposons 

^ — 

^ “ e“^_ acosia- -f- 6 -“^’ 

a et b designant deux constantes reelles ou imaginaires. Les expres- 
sions (i6) et (17) deviendront infiniinent petites quand on attribuera 
au module de la variable s des valeurs infinimentgrandes, mais sensi- 
blement distinctes de celles que fournit I’equation 

et I’on tirera de la formule (36) 


qux — 2 -h 

1 27: 




sin 


Q.Ttb 


2-71- 


(3?) 


b — a\J — I 
4?! 


as/~ i)'^- 


b — a\/— I 

67: I 

gin 6-71^— {b— 

b — asj—i 


I 


^ax — 2 cosr/^ -4- 
. I 


2 <2-^“ 


■ %arX- 


271 

I 

271 ^ 

Sin ==L 

b “i— CL y I 

227^2 — -j- asj — 1)^^’ 

[\'K 

I 

(\'itb 

sin P= 

b "f— ^ v — 1 

42^2 __ (^if ^ 

671 

I 

Gtt^ 

sm T=r 

b -h a sj — I 

6 - 71 ^— (b -h 

cite, on prend b 

~a, on trouvera 

■ . I I 

3 1 




OEuyres de C, ~ S. U, t. VII. 


g37C 

43 
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Si Ton prenait, au contraire, Z» = ^ -h /»% on en conclurait 


\/3 


^ax — 2 COS -f- 


V/3 


4 


■ 2 7r 


TT 

_e~ 




(39) 


_ ILsiil 3 ■ ' ■ !l " ' “ 

2 _|_ e 2 

3 _ (37r)“+ |-rt2.K2 

arty's _ ( 3 7r) M - J ( ;i -k )- J a’’ x'* ‘ 

e 2 + e 2 


2 Tra' 


e^i»- r I I 

\/3 L e"v/5 _ e-^Va (aTT)*--!- rtLr'* 

2 ] 1 

e27c/i_.^,-2::v/a (47T)'*H- J (/| Tt)'- (-/-. r'-* H- JaLr’' | ' 


L’equation (38) s’accorde avec'la fortnule (loi) do la pago 3i5. Do 
plus, si, apr'es avoir developpe suivant les puissances ascendantcs de x 
les deux membres de I’equation (38) ou (dg), on compare entre eux 
les coefficients des puissances semblablcs, on sera iinmediatement 
ramene aux (brmules (93), (95), (io5), (108) et (no) do Farticle 
precedent. 

II est bon d’observer que rexpression (iG) cst toujours nulle dans 
le cas ou/(a;) designe une fonction impairo do la variable x', e’est- 
a-dire une fonction qui change de signe quand on y remplace x par 
— X. Alors, la formule (36) subsistera si, pour des valeurs du module 
de infiniment grandes et convenablcment choisies, Fexpression (17) 
reste toujours finie ou infiniment petite, et finie seuleinont dans le voi- 
sinage de certaines valeurs particulieros de I’angle p. 


Exemples. — 
tions impaires 


Si Ton prend successivemont pour /(a;) les deux fonc- 

e^-h e-'* 

’ qX ^ 


cot a?. 
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on tirera de la formule (36) 

(4o) 

x—z 



ou, ce qui revient au meme, 


(42) 


COtc'T — 






(43) 


qX Q-X j 

— ^2^ 

qX Q—X ^ 




I 



Ces dernieres equations etaient deja connues, ainsi que plusieui's 
autres du meme genre que Ton pourrait aisement deduire de la for- 
mule (36). 

Supposons encore que Ton prenne successivement, pour f{x), les 
deux fonctions impaires 


I 

sin 6a;’ 


I 

( -4- ) si n 6 a* ’ 


a, h designant deux constantes reelles et positives. L’expression ( 17 ) 
deviendra nulle, a tres peu pres, quand on attribuera au module de 
des valeurs tres considerables, mais sensiblement distinctes de celles 
qui verifient I’equation 



et Ton tirera de la formule (36) 


(44) 




I P ^ ^ 

g-a-x'-) sin 6a; ~ x — s (((«“*='— e-“‘'=’) sin 6=)) ’ 


, I p J I 

X — 5 ((( 4- ) sin b z )) 


( 45 ) 




340 SUR LE DEVELOPEEMENT 

ou, ce qui revient au raeme. 


smbjR 

b 1 r [ 


(46) / 


H + 2 


i 9 .a^ jr 


(tt 4 - a^x-) \ e - 1 " e 


-i^y ■ JWr,r (¥T 

-') ■ fW'‘ 

/ SlU -— 


+. 


/ 2 Tr 

2 a 

b v/2tc , 

-j- h\J 2 % 


{ 4 ^ _ v /2 i 

4 ( tT — __ ‘"?r‘ / 0 \l 2 Ti 


b yjjyTZ \ 


2 a 


( 2 TT H- cC-x "^ ) \ C? 4 “ e 


. 44^ 

/ sin 

2 rj: 


((| |/ 4 - 7 C h y /4 Ti: 

4 (2 71 — a-X^) 2^ 


f ^ 44F 

V (? ~ 2 cos h « “ / 


)cos^ 

2 a 


« “ / ( 471 ^- 1 - a'‘.x '‘)\/47 


(e“*^» 4 -e-a*j:=)sm 6 a: 


(47) / 


2 Z ?;27 


2bx 


0 y^ ,-(>)’ ,( 4 ^f “ 47 .“- 


“4 , . . 


( TT 4- 2 


/ h)/% 




\e~- 

-^) 

1 b^TV . 

cos ( 71 - 

2 a ^ 

- 2 (2“ .2.‘‘^ ) ( 


A ^/TC /» y/ 7 ir 


. /; ^71 

Sin I 

2 a 


■ 4 <^« 2 ? { 


\ / _/-»/rgT 

( 3714 - 2 ( 2 ^ 07^)^6 — 6 


^ b^n -±^ 

6 • - 2 cos -~^ 4 -^^ " / ( 7 i:‘^ 4 - 4 a 4 x'' 0 y/ 7 r 

) b v/Jtt 
/ cos—^^ — 


2(2 


/ y/a ' 3 T \ . . 0 ^^. 

( 3 71 ■ -> 2 a.^ ) \ e " 4- 4sin - ' 


b ^/ilr 

<? " — 2 COS 


~- H- e " / 


( 9 Tt“+ 4 o!^a;‘') y/S?: 


i -h 


Si, pour fixer les idees, on prend a = i, b = ^Ti, Ics formules (46) 
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et (47) donneront 


I {e^' — sin 


2 /r \ o Ttan- . L^XpT'- — r- — 


o.x\Q 71X-J \ — 77^ J.2 e'^‘ 


_i-_ — ^-...) 


( 'll V‘'2 V'- 

e~H- e~“2- 


H- e - / sin -h (tz — X-) (e — e ^ ) cos-^^-^ j 
— 2 COSTT \/2 4 ” (tT" -4- I 


, \ ■’Lv^ \ n / '^v'+ V /T 

I (271: + ^®) (e ^ H-e * / +(2it — j;2) 


(e^ _ 2 cosTr 4- e-’' v^*) ( 47^- 4- a-*) ^4 


e-^*) sinTT^^r 


I 24r / I I 


.-rv/TT ^ 'h: — 47r — 971 — 4??- ‘‘‘, 


(tt 4- 2 4??-) ^ Vcos - — (tt — 2 4??-) 4- ^ sin-^ 

(e^ — 2 cosTT -4 e~'^) (Tr^ 4 - 


~ 3 z / / ^ \ [2 ( \ ^ /“ 

VTT \ (377 4,. 24 ??®) \^e ^ ^ ^ / cos^^-^- (Stt— 24^2) \^e ^ 4 " ^ =* / sin 

• I 2 2 


Iv/^ OTv/s 


^g5c\/5 — 3 cosTT v'’ 34- e^'^v'*) (971* 4- 4^*)\/3 


Si, dans chacune des formules qui precedent, on developpait les 
deux membres suivant les puissances ascendantes de a;, la compa- 
raison des coefficients des puissances semblables fournirait une infi- 
nite d’equations nouvelles. Ainsi, par exemple, on tirerait des for- 
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mules (46) et (47). en supposant b — sfr^. 



+ 


II est important de se rappeler qu’on n’a le droit de, compter sur 
I’exacUtude des formulas obtenues dans cet article et dans Tarticle 
precedent qu autant que Ton suppose Ics residus qu’ellcs eomprennent 
reduits a leurs valeurs principales. Ainsi, en particular, on doit, dans 
la formule (4o), considerer le rdsidu 


( 52 ) 


X Z 
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comme designant la limite vers laquelle converge I’expression 


(53) 


<"> p*’'' (( col^)) 

{0)^( — Tt) ^ ^ 


m 


tandis que le module. R devient infiniment grand. De plus, comme 
toutes les racines de I’equation 


( 54 ) 


I 

cot.s 


— o 


sont reelles, il est clair que la limite dont il s’agit coincide avec celle 
vers laquelle converge le residu 


(55) 


((cot.-)) 

J , 

.X — S 


tandis que le nombre N croit de plus en plus. Si a ce dernier residu on 
substituait le suivant 


(56) 


p“ ((cqU)) 


alors, en faisant croitre indefiniment les nombres M el N, on obtien- 
drait encore pour limite Tune des valeurs qui conviennent au residu 
integral. Mais cette valeur pourrait differer de cota?. Concevons, pour 
fixer les idees, que, n designant un nombre entier aussi grand que Ton 
voudra, on suppose M compris entre les deux nombres n-rr, (n + 1)::, 
et N entre les deux nombres 2/zu, (2n -i- i)-ir. On trouvera, dans cette 
hypothese, 

«p” ((cot^)) _ 1 I , ■ I I I 

a; — s ~ a: ac -hTT o! -i- 211 X + me ^ . 

II J I I 

— 71 x — 2% X — niz X — x — 


ou, ce qui revient au meme, 



((cots)) 



I 






I 

{n->ri)% — x 



(58) 


X — 5 
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Op, si Ton observe que la somme 


j I , _ • 

( /M- i ) TT — X ( n “f" 9 . ) TT — ■ .r ' * ' >>, // 71 ’ J' 


l( ! 

71 


- 1 - 


I 


n 4- 1 — - n H- ■ 

TT TT 


-I- . . . + 


•.>, n 


toujours comprise entrc les deux (fuantites 


-1 

TT 


-l/.H ■ 

n--j \ « + 


doit se reduire avec elles, pour line valmir infinie do //, an rapport 


TT 


on reconnaitra immediatcraent quo lo second meniluT d(> I’cqna- 
tion (58) a pour limite, non plus la fonction (mt.^^ mais la didb- 


rence 

(■^9) 


cot,® ■ 





USAGE DU CALCUL DES RESIDES 

POUR 

U SOMMATION OU Li TRANSFOUMATION DES SERIES 


DONT LE TERME GMRAL EST U?yE FONCTION PAIRE Df .NOMBRE 
QUI REPRfiSENTE LE RANG DE CE TERME. 




Dans le bel Ouvrage qui a pour litre Introduction a I’ Analyse des in- 
finwient petits, et dans le Tome II de ses Opuscules analyiiques, Euler 
est parvenu, en developpant certaines functions exponentiellcs ou cir- 
culaires, a des series dignes de remarque, desquelles on deduit aise- 
ment d’autres series du meme genre que j’ai considerees dans un Me- 
moire presente a I’lnstitut en i 8 i 4 {voir ie Tome I des Me'moires des 
Savants Strangers, p. 768 et 783) ('). et qui depuis ont ete reproduites 
dans divers Ouvrages. Or il importe d’observer que, a I’aide du calcul 
des residus, on pent, non seulement parvenir plus directement qu’on 
ne I’avait encore fait a la sommation des series ci-dessus mentionnees, 
inais encore sommer ou transformer un grand nombre d autres series. 
(Test ce que je vais montrer dans cet article. 

Lorsque dans une serie le terme general est expnme a I’aide du 
nombre n qui indique son rang, cette serie est necessairement de la 

forme 

(,) /(I), /(2b /(3b ■■■’ 

f{z) designantune function donnee de s. De plus, si la fonction /(/) 
est paire, c’est-a-dire si elle conserve la meme valeur, tandis que la 

(1) OEuQres de Cauchy, S. I, T. I, p* 4^^ 453.. 

OKuvres de C. — S. U, t. VU. 


44 
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variable s change designc, on aura idcntiquemenl, 
( 2 ) /(^) -/(-=), 


et, par consequent, la serie (i) pourra etre presentee sous la forme 


(3) 


/(i)+/ (-i) /(•.0 h:/(-2) 3) 


Enfin, comme les quantites 


(4) 


3, 

•3, 


4, 


comprennent toutes les racines de Tequation 

(5) SillTTS^O, 


et que la fonction sinus a pour derivee ucosus, on trouvera, cn ad- 
mettantque la serie (3) soit convergentc, 

( 6 ) /(o) + /(I) + /( a ) H- /( 3) Hr . . . -4- /(- , ) + 3 ) H- /(._ 3 ) • . . . f[z) 

ou du moins 


(7) /{i)+/(2)+/(3)h-...h-/(_i)h-/(_3) + /-(_3).+ ...=.- 

^ z \\ sin-jr:^ 

Les deux equations qui precedent peuvent servir rune (it I’autre a la 
sommation ou a la transformation do la serie (i) ou (3). Mais la pre- 
miere suppose que /(s) conserve une valour finie pour s = o. 

Si Ion designait par/(s), non plus une fonction paire, mais une 
fonction quelconque de s, le binomei 

/(s) -V- f { — s) 

serait une fonction paire de la meme variable, et la somme de la serie 
qui aurait pour terme general 

( 9 ) . , 


/(«) + /(-«). 
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ou bien 
( 10 ) 

se deduirait encore de Tune des formules (6) ou (7). 

Supposons maintenant la fonction /(-•) telle que, pour des valeurs 
infmiment grandes, mais convenablement choisies, du module r de la 
variable z, Tun des produits 

(11) zf{z), 

( 12 ) ■ 


reste toujours fmi ou infmiment petit, et fini seulement dans le voisi- 
nage de certaines valeurs particulieres du quotient y Concevons d’ail- 
leurs que, pour satisfaire a ces conditions, il suffise d’attribuer au 
module r des valeurs infiniment grandes, qui different sensiblement 
des termes d’une certaine serie. On pourra remplir encore ces condi- 
tions, apres avoir multiplie le produit (n) ou (12) par le facteur 


(15) 

(16) 


et le theoreme II de la page 3 o 5 , ou le theoreme IV de la page 822 . 
donnera 


En combinant I’equation (i 4 ) avee les formules (6) et (7), on obtien- 
dra les suivantes 

/(o)+/(i)+/(2)-i-/(3)+.-+/('-i)+/(— 2 ) -t-/(—3) 




/(O + /( 2 ) + /(3 ) -U- ..+ /(- I) + /(- 2) + /(- 3 ) 


dont la premiere suppose que /(^) conserve une valeur finie pour 
r- = o. Observons enfin que, dans les formules (i 5 ) et (r6), on pent, a 
I’expression 

ttcostt-s 
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substituer I’expression ecfiiivalcntc 


d \ sinr* 
cliz 


II s'agit a present de constate,- rutilile do ces lb,-,n„l,.s p,,,,,. u, 
tion ou la transformation dcs serins. 

Concevons^d'al.o,-d qne la fonclJon /(a) so .-dduiso i, one fi.,„,ti„„ 
rationnel c. S,, dans cettc li-aotion, le degee , 1 ,, d™„„,i„ato„r sui-pa,,,. 
le degre du nnme,-ateur, le p,-„d„it (, ,). „„ d„ „,„i„s p,.„d„i, ,:V 

rentphrades conditions pl-esc-ites, ot, pa,- conseqoent, la sotn.ne d,:!,: 
aerio (,) on (3) sera diiternainei- par ,|cs fo, -mules (,3) (,«) 

Ainsi, par exemple, si I’on prend ^ ^ ' 


m designant un nomln-e enticr qiiclconquo, la f„,-m„K- (,6 ) donnci-a 

<“> '+ i + si; + r 

puis on en conclura, en posant = t, 

Comme on aura d’ailleurs 


1 sin ir:: I (<)-)_ I/', l!‘ 


'• 2-3 TTaX^ ■+'■•• 


on tirerade la formule (21) 


. 1 f-Jl 

v .ir.i 7r;r;r;iT5 

3 vi'.h":.'! ■ r.'.i.ii.T?)' 


22^ 32^ 


:a--) 




( 23 ) 



1 + 
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le signe § indiquant une somme de termes semblables a celui qui est 
renferme entre les parentheses, et devant s’etendre a tons les systemes 
de valeurs entieres, nulles ou positives, do p, q, r, ... qui verifient ia 
condition 

( 24 ) p ^ iq ~ 2>r . . — m. 

De meme, si Ton prend 
la formule (i 5 ) donnera 

I I I P <^1 sinTT- I 

(25) + dz (((4=^1)’"'),)’ 

puis, on en conclura, en posant i\z + i — 


(26) I- 


3*2//^ 52/rt rjtm 


I ^ __ r P <^l(i — siiU) I 


2 


dt 




Comme on aura cVailleurs 


l(i-sinO = l(i- 7 + 770 “ 1 . 2.3:475 


(27) 


t} 


.2.3 


l(i 

2 V I 




1.2.3 

I (I 

3\I i,2.t 




+ . . . 


on tirera de la formule (26) 


I 

3 ^ 
= m 


j 

5 ^ 


“%• 


Uy OL/ 


1 .2 


.3. . . (/? 4 -^-{-r 4-.>0 


(i. 2.3.. ./») ( 1 . 2 . 3 ...^) (i.2.3..,r)... 


1.2.3/ 


le signe § indiquant une somme de termes semblables a celui qui est 
renferme entre les accolades, et devant s’etendre a toutes les valeurs 
entieres, nulles ou positives, de p,q,r, ••• qui verifient la condition 

(29) . jo + 3 ^ + 5 r+... = 2m. 



(3a) 


3S0 U S A GE 1) U C A L G UL J) E S I{ li S 1 1) 11 S 

De plus, comme on a evidcmmont 


(' 3 o) + ^ 


— I 


32 /«. 52 /;/ ^ y 


' » f \ 

'A’^fn **" '/A'ln +” • • • j, 


.^//; 3:)//; 


on pout affirmer cpjc les soinmes indiquees par l(> signo ^ dans les 
equations ( 23 ) et (28) sont cntre ellos dans Ic rapport de'^2-"‘_ 1 1 

1 unite. C’est ce que I’on verifiera aiseincnt dans les cas particnliers 
On trouvcra, par exeniplc, 


(3r) 


4 1.2.3 


' 


Si Ton prenait pour valeur do /(..), non plus le ra.)port 1 , 

mais le rapport ( A- -1- 1 )'"' ’ 

r 

( 4 ^ I j 2 mi-l ’ 

alors, a la place do I’equation (28), on obtiendrait la Ibrmulo 


3S«i+i ^ 52 m+i - 

a/w-f-i /'tiV'"'''’ 


“ii — \o) Sir ' J-a-3...(/?4-y + ,,y,, ^ , 

-gnc S devant s'.deud,-o l„,„ca loa val,.„,» 
positives, dop, q, r,... qu, verifient la condition 


(33) 


/> -h 3 </ -h 5 r 4- , , ^ y . 


2 m ; 


’• ^'is) ('). comprennant, com, no oi,s p,„.|icullrc' 

les equations ( 7 ,) (.Wem), et les dquations (, 5 ) do la page Had 


( 1 ) OEuwes de Cauchy, S. II, T. VI, p. 412. 
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Supposons encore que Ton prenne 

/(-')= 7 
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s designant une quantile reelle ou une expression imaginaire. La for- 
mule (i5) donnera 


r 


^ I I I 

s '"- (5 + l)"‘ (s — l)'“ (,S + 3)'“ (S — 2)"' 




d \ sinTts 


d = ({( s - i - zr )) 


puis, on en conclura, en posant z = - —s. 


(35) 


{S — I )'" (,5-i-2)® (5—2)'' 


p (^I sin(f — t :^) t P cZ l(cosi — cot-ir^ sini) r 


dt {{ t '")) ^ dt " 

Comme on aura d’ailleurs, pour des valeurs de t peu diflPerentes de zero, 

l(COSZ — COtTT^Sini) =— ■ ( -COlTT^H 

V I I .2 I .2.3 


(36) 

on tirera de la formule (35) 


-( - cot 715 -i ^ COtTT^- 

2 \1 1.2 1 . 2.3 


•• 2 


(5_|-i)ot (s — l )'" { s-h 2)'« (i— 2) 


(37) 


: mn ’ 


•s[ 


i.2.3...(;? -H ^ -t- r +...) /cotTis'Yf colTrsV' 

;.3...r)...\ I J ViTSy V I.2.3j ■ 


p + q - hr - h ... (i.2.3.../>) (i.2.3...^) (i.2 


le signe § devant etre etendu a toutes les valeurs entieres, nulles ou 
positives, de/?, q,r, . .. qui verifient Tequation (24). Si, pour fixer 
les idees, on reduit le norabre m a I’unite, la formule (3/) donnera 


(38) 


III 

— j— -4— - — ; ~f~ • . * — TTCOtTT^* 


S S — I ^-4-1 s — 2- S ~\-2 


Si, dans cette derniere, on remplace s par ssj—i^ on trouvera 


(39) 1-4- -4-- 

S s - 


:■+ 


S - h 2 \ J—l S — 2 \/-~l 


- 4 -...= 71 ■ 
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Les formules (38) et ( 89 ) coincident avcc les equations connucs 


(4o) 


“H 


. ---- (‘.OItT.V, 

!>. .V- (-5 .V 

-H 

r i 

I .1 

__ Ti r 

4 4- .V 2 y - 1 - .v 2 • ■ 

:>..y (Z'^ r 




Concevons a present qiic, |'(s) designant une fraction rationiielle 
dans laquelle le degre du denoininatiiur sur|)asse le degre dn nuniera- 
teur, et. a, h deux constantes positives dont la premiere soil la plus 
petite, on prenne successivernent pour /(-) les fonctions 


(40 


^~az ^ 







(.-11:. 

(,/>z : l'(")- 


Alors les equations (iS) et(iG) sorviront a transformer les serii's com- 
prises dans lours premiers mcmhres. Aiiisi, par exemple, si ron 
prend 


on tirera de la formule (t 6 ) 


L I ( 0 -r(- 0 ]- 


ZaTZZ'Z-i^ [ ( ( 2 ) — 2 ) 1 .4^, ^ ^ 


(42) 


e ^ +<? 


h 


TC- 


v/-i 


Try/— I 

l> J ail a 
-cos 


-71 r 




sin 71- ■ 


''(A'ij)'' 
-2 


‘iTC® 

.nr 


■*4" a 
'"rH: ' .'‘T'ij; 


— I 

ir 


v/-« 


27T\/~I 


(*0S~ 


2cm 


Si Ton suppose, en particulier, f(c.) = 1, on trouvera 


I -4“ 6~^ 

mnn^b ' 


2 e'^‘- 


~1d 


3 


( 43 )/ 


12 b 



27U* 2 TC- 

<771 

'aiis C 0 S 


a Tt* 

2 a 7: 1 a 


2 


™™ aTC* 

, - He Sai: 

H:y — 


3 !E!" ' U^’ 


e 


• e 


A 
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Si les produits (ii) et (12) ne remplissent, ni I’un ni I’autre, los 
conditions que nous avons indiquees, on ne pourra plus se servir des 
formules (i 5 ) et (16) pour sonimer ou transformer la serie (i) ou ( 3 ); 
mais on parviendra souvent au meme but a I’aide des nouvelles for- 
mules que nous allons etablir. 

Si, dans la formule (7), on remplace successivement /(s) paries 
deux produits 

f{z)cosaz, f{z)smaz, 

a designant une quantile positive, on obtiendra les equations 

( 44 ) [/(i)+/(-i)]cosa + [/(2)-h/(-2)]cos2a+...= r-^(f!ii£ 5 i£±S^y\ 

(45) [/(I)-/(-I)]sma^-[/(2)-/(-2)]sin2«-^...:^^/(^) 


Soil d’ailleurs celui des multiples de la circonference 211 qui dif- 
fere le moins de la somme a -1- -a, en sorte qu’on ait 

( 45 ) a TT — 2 A'Tu -i- CC, 

k designant un nombre entier, eta une quantile positive ou negative, 
mais comprise entre les limites — tt, On aura evidemment, pour 
toutes les valeurs entieres, positives ou negatives, de la variable s, 

cosas COSirs = cos(a 4- 7r)s = cos(2^7r3 4- ocz) = cosas, 
sin as costts = sin (a -\-Tt)z= sin(2 A'tts 4- «s) = sin as. 

Par suite, les formules ( 44 ) et ( 45 ) pourront s’ecrire comme il suit : 

(48) [/(i) -i-/(-i)] cosa 4- [/(2) +/{- 2)] cos2a 4-. . 

(49) [/(!)-/(— 0 ] sina4-[/(2)-/(-2)] sin2a 4-. . .=<£, f{s) ))• 

Supposons maintenant que Tun des produits (ii), (12) remplisse les 
conditions precedemment indiquees. II en sera de meme, a plus forte 

OEmresdeC, — S. Ilyt.VII. 
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raison, de Tun des produits 

(5o) 


-/(=) 


c osaz 

sinTT- 


(3i) 


2 siriTr:; 


et le theoreme II de la page 3o5 ou Ic thcorcme IV de la page 3-22 don- 
nera 


( 52 ) 



TTCOSaS \\ 

ShlTTG JJ 




En comhinant cette derniere formule avec rcquation (43), on en 
tirera 

( [/(!)+■ /(—’)] COS a +- [/(a) -+-/(— a)! cosaw -f-. . . 
cos «^ ///(=) 

( ’ sillTTS \\ 5 

II est bon d’observer que les fonnules ( 02 ) ct (53) subsistent dans b^ 
cas meme oii aucun des produits (ii), ( 12 ) ne satisfait anx eonditions 
.enoncees, pourvu que ces conditions soient rcinplii^s [)ar rune des 
expressions (5o) et (5i). 

Si Ton supposait la fonction /(:;) telle quo, pour des valours inlini- 
ment grandes, mais convenablement cboisies, du module /• de la va- 
riables, I’un des produits 



(II) 




(34) 


. A=)-A~-) 

2 


restat toujours fini ou infmiment petit, et fini seulement dans le voi- 


siuage de certaines valeurs particulieres du quotient 5, on pourrait on 


general affirmer que les memes conditions seraient remplies par I’un 
des produits 


(55) 




sings 

sinTTs’ 


( 56 ) 


. /(g)— /(— 'll) sings 
2 siUTTs’ 



POUR LA SOMMATION DES SERIES. 33.5 

et le theoreme II de la page 3od ou le theoreme lY de la page 822 
donnerait 


(37) 



7: sin as 
sinTTs 


o. 


Eo combinant cette derniere formule avec I’equation ( 49 ), on en tirera 
^ [/(i) — /(— i)] sina + [/(2) — /{— a)] sinacr +. . . 

pTTsin-- 

^ sin7 


(58) 


((/(.))). 


Les formules ( 57 ) et (58) continuent de subsister, dans le cas menie 
ou aucun des produits (n), (54) ne satisfait aux conditions enoncees, 
pourvu que ces conditions soient femplies par Tune des expres- 
sions (55), (56). 

Lorsqu’on substitue, dans les formules (53) et (58), la valeur de a 
tiree de I’equation (46), on en conclut 


[/(O +/(— 0] cosa — [/(2) -i- /(— 2)] cosaa ■ 


(09) 


(60) 


l> 77- cosas ///(.= 


( sillTi:? 

j [/(■)-/(— i)] sina - [/(2) -/{- 2)] sin 2a -h. . . 


siiiTis " 


Pour montrer I’utilite de ces diverses formules, concevons d’abord 
que /(.s) designe une fraction rationnelle. Si, dans cette fraction, la 
difference entre le degre du denominateur et le degre du numerateur 
surpasse I’unite, ou bien encore, si, cette difference etant rkluite a 
I’unite, la constante a n’estpas precisement egale a tc, les expressions 
( 5 o;), ( 55 ) rempliront les conditions prescrites et, par suite, les equa- 
tions ( 53 ), (58) feront connaitre les sommes des series renfermees 
dans leurs premiers membres. Ces series ne different pas de celles que 
nous avons considerees dans le Memoire presente a I’lnstitut en i8i4 
{voir lesMemoires presentes par divers savants et publics en 1827, 
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p. 783)('). Si, pour fixer les idees, 0(1 pose 


,y designant une quantite reelle ou une expression imaginaire, on 
tirera do I’equation (53) 


— — _j_ j (^()s Q, ~j— [ H” j (iOS Cl 

$ H- I ,S‘ — ly \.V -i- .9 — 2 ) 

/ I I \ ,, (‘.OS a. 9 

I «j-. — ^ — J- I (30 3 (X -1- . . , 'z:z 71 • — : — 

V.9-+-3 ,v — Sy SI 0 71.9 


et de Tequation (58) 


! — ) siua -h ( — — ) sin 9.cf 

$ I 6’ — I y \ 4- ‘V ■— y 


I I J 

A' ~h 3 .9 — 3y ' ’ * ’ sin7T.9 


Les formules (6i) et (62) coincident avec deux equations donnees par 
Euler, dans le tome II des Opuscules anafyiiques, et peuvent s’ecrire 
comme il suit : 

COS a cos 2^ COS 3 a I 7T (‘.OS a. 9 

53 ) 4- ^ H --h . . . — __ , 

1 — 4— i? 9 ~ 810 71.9 

sina 2 sin 2 a 3sin3rt tt sina.v 


Si I'on y remplace .9 par ^ y — i , on en conclura 


cosa ^ cos 2 a ^ cos 3a 
I -h ,9- 4 H~ 

sing asinaa 3sm3a 

I + 5’“ 4 4" 5“ Q "4" 


7T 4“ I 

2 S 2 .9® ’ 


Lorsque, dans les quatre formules precedentes, on substitue la valeur 


(>) QEwresde Cauchy, S. I, T. I, p. 491 et49a. 
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m 


de a tiree de I’equation (46), on trouve 


(67) 

cosa 

COS 2 a 

-f- 

cos 3 a 

_ T, COS CCS 

I - 


4 — 5^ 

9-5’- 

2^ sinTT^s 

(68) 

sin a 

2 sin 2 cc 

4- 

3 sin 3 a 

t: smas 

I - 


4 — 5- 

9“^' 

' * 2 sin 115 ’ 

(69) 

cos a 

cos 2 a 

4- 

cos 3 a 

__ T, 4- 


4 


2 5 — 

(70) 

sina 

2 sin 2 a 

4- 

3 sin 3 a 

■jr q'XS 

I -h 

4 ■+“ 

94-5- 

2 


Ces dernieres supposent que la constante a demeure comprise entrc 
les limites — ■re, -i- -a. 

Lorsque, apres avoir developpe, suivant les puissances ascendantes 
de^, les deux membres de I’equation (67) ou (68), on egale entre 
eux les coefficients des puissances semblables, on en tire 


I cos a — 

cos 2 a 


cos 3 a 

cos4a 

__ TT^ 

I a- 

2^ 


3 ’- 


12 

2 1.2^ 

( 7 ') 1 

cos 2 a 


cos 3 a 

C0s4i5C 


TT- a- I a’" 


2* 

“T” 

3 ^ 


720 

12 1.2 ‘ 2 1 . 2 . 3 . 4 

\ 

et 







1 . 

sin 2 a 


sin 3 a 

sin 4 < 5 c 

I a 


1 sm a — 

2 

4 - 

3 

4 

2 I ’ 


(72) 1 . 

sin 2 a 

\ 

sin 3 a 

sin 4 '^ 

« 1 

1 

I a^ 

i sin a — 

2^ 

“t" 

3 ^ 

43 +•• 

12 I 

2 1 . 2.3 


Les formules precedentes supposent encore que la valeur numerique de 
la constante a est inferieure a tt. On pent, au reste, les deduire inime- 
diatement des equations (Sq) of (60). En elFet, si 1 on pose, dans 1 1- 
quation (69), 

et dans I’equation (60) 
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on troiivera, quel que soil le nombrc enlicr m, 

, cosaa 

(73) cosa ^ 

et 


(74) 


sina ■ 


sin 2 a 


H” -11 


COS 3 a 

cos.^ a 

- ' , . 1 „ 

p 7 r('‘Osa :5 

^""AsinTT-u 

32m 

/|2D/ ' * ' 

sin 3 a 

- _4.„ 

p TT siiia:; 



2 sill 7:^;; 


I 

ZTm 


II est d’ailleurs fecile de s’assurer quo lo second HKnnlirc dc la for- 
mule (73) ou (74) equivaut a la sominc qu’on obtient (juand on ajoute 
les uns aux autres les m -H 1 premiers lermos do la s()ri(^ 


ou 


X 4 


. I . 2 . 3 . /| 
7!^ a'* 


" . . . =z cos a 


1 . 2.3 \ . 2 . 3 . f\ .5 


Sill a, 


apres les avoir respcclivement multiplies par lesw -4- 1 premiers termes 
de la suite 

(75) 2II, 

2 12 720 302r|0 


pris dans un ordre inverse. Or, dans la serie (7,4 ), le deuxieme terine 
et les suivants sont precisement les quantites qui forment b^s seconds 
membres des equations (i4) de la page 328. 

Lorsque, y’(^) designant une fraction rationnelle, dans laquelle le 
degre du denominateur surpasse d’une unite le dc^gre dn uuniei’atcmr, 
la constante a devient precisement egale a tc, les produits (12) et (oi) 
lemplissent les conditions ci-dessus indiquecs; mais on no pent plus 
en dire autant des produits (ii) et (55), ni memo des produits (54) 
et (06), qui, pour des valeurs infinies de se reduisent generalement 
a une constante determinee #. Done alors les formules (52), (53) e(, 
par suite, les equations (61), (63), (65), (67), (69) continnent de 
subsister, mais les formules (57), (58), (62), (64), (66), (68), (70) 
deviennent inexactes. Toutefois, il est aise de voir comment ces der- 
nieres formules doivent 6tre modifiees dans le cas dont il s’agit. Alors 
en effet, pour determiner le residu integral compris dans le premier 
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membre del’equation (Bj), ilfaudrarecourir, non plus an theoreme IV 
de la page 822, mais an theoreme III des pages 820, 821, et Ton aura 

en consequence 


r 

O' 


A^) 


T. sin as 
sin?- -s 


((/(-))) 




II en resulte qu’on devra au second membre de la formule ( 58 j ajouter 
le produit tt#, et au second membre de la formule (62 ) le nombre z; 
ce qui suffira pour rendre ces seconds membres egaux aux deux pre- 
miers, c’est-a-dire a zero. De meme, a la place des formules (68) 
et (70), on obtiendra deux equations identiques. Quant aux formules 
(67) et (69), si Ton y pose a =-, on retrouvera les equations (4o). 

Si Ton prenait pour /(s), non plus une fraction rationnelle, mais 
I’une des expressions (4i), les formules (69) et (60) serviraient a la 
transformation des series que renferment leurs premiers membres. 
Ainsi, par exemple, si Ton prend 


f(?) designant une fonction rationnelle, et a, h deux constantes posi- 
tives dont la premiere soit la plus petite, la formule (60) donnera 


zir—;=i, [r(i) -- r(- i)] Sinot - ——^[({2)- ({- 2)] sinaa +-. . . 



Si Ton suppose en particulier f(s) = on trouvera 


(77) 


o2a; p—2a 


smoc ■ 


2 


rri=s + 3 


sin3« — . . . 



TTX Tta 

b — P b ^ aiz 
sm- 7 ~ 


2TTa 

b 




2 ±2: _■ 

e ^ — e 


sm- ^ 


I e ^ - 

3 




I^sm- ^ 
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Dans les forznules (76)01 (77), on ne doit plus regarder les constantes 
a et a comme liees entre dies par I’equation (46). 

II arrive souventque les series, comprises dans les equations (16), 
(59)et(6o), sont transformees par ces equations en d’autres series, 
dont les differents termes sont equivalents, au signe pres, a ceux des 
premieres. Alors les sommes des series que Ton considere peuvent 
etre evidemment deduites des equations elles-memes. G’est ce qui ar- 
rivera en particulier si, dans la formule (16), on pose 

g5C3_ g-1C3 " U'’ 


l’(s) designant une fonction rationnelle de s, qui s’evanouisse avec 
Dans ce cas, on se trouvera immediatement ramene a I’equation (i j 5 ) 
de la page Srg. De meme, si Ton pose, dans la formule (59), 


/{=)■- 




(.■KZ- 




et dans la formule (60) 


/(-) = 




f(s) designant une fonction rationnelle quelconque de la variable 
et a une quantite comprise entre les limites — 71, +71:, on en con- 
clura 


'' H- e 


^f(i)cosa — 2- 


a r( 2 ‘) cos 2 a + 3 r( 3 ‘) cos 3 a - 


““3 a 


(78) 


— - r cosots 

4 (gits — g-its ) sinirs 


et 


(79) 1 




I e“- 

sma-“~ 


2 




:f(2^)sm2a" 


_ TT p (e«- — sina5 


r 

4 


sinotg // f(g*) 
■'^=) sinTTs \\ z 

Si, pour fixer les idees, on prend 


I <?■' 


3 gan — g-ait 


f( 3 ‘) sin Sa- 


fe#): 


I 
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:COSa — 


(So) t 


et 


1 ^ 

\ 

i ^ p 4- cosaz 

' — e~'^-)sin7:^ 


: cos 2 a - 


e- 


34W-1 


-3X 

COS 3 a 


■ e-^ . I 

— - sin a — 


(8i) < 


24 //Z-M g 27 i:_. 

- r — e-^-) sing.: 
I 4 ^ — e ~'^- ) sin 11 ^ 

Si Ton prend au contraire 


— r::; sm2a -r 

^—271 ‘kim-i 


— e- 




sin3: 


;r4w-+-l 


f(-‘) = 


on aura 


Q- 


cosa 

l-hs^ 


e 


.2a . 


■ 2 cos 2 a 


^3 a 


gSTt g-STT ‘ e~ 

e^s\l^ _l_ 2 cos ( a5 v /2 ) -h 


(82) 


et 


(83) 


TT 

4-?- 


3 cos 3 a 
3^4-5^ 


1^ TT^ 5^ qTzs sfi — 2 COS (715 \/2 ) 4- v's 


— e- 


sina 


e -^ — <?-2a i siii2CC 


gSa — g-3a i sin3 cc 

^27r_ ^-27C 2 ^ 4 - 1 "^ e^’^— e-^'^ “s* 4 - ' 


4^* 


gasv^ — 2 COs(a^ v/2)4- 
TT- g7U5\/2 — 2 COs(7r5 \/2) 4- 


Lorsque, dans les formules (8o) et (8i), on pose successivement 
m = o, m = I , . . . , on en conclut 


— e~ 


:COSa* 


(B4) 


^“ 4 - cos a 


; 2 C0S2a - 


cos 2 a 


pZTZ p—^-K 


— ^- 


1 ^ 


2^ 


gOic g- 

4- cos 3 a 
' 3^ 


3cos3a — ... 1 =: 


TT*— lOa^ 

36oir 


OEuvres de C» — S. II, t. VII. 
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et 


siiiot sin:’. ot ^ c '*® — (' ■*“ siii3cc a- 

e’=_e-" “t ■-;• ■••-•■ >-> 

(S.5j < gK — e““ sina — e“^“ siii'’3c , sin . 3a a®(Tr’'' — a'*) 

i iHzrps “5 g:)nz:;r- 3 TC "''^s 


Si, dans les memes fornuilcs, on reinplacait m par — //2, on an tire- 
rait, pour des valeurs da rn positives et diflarcntes de zero. 


( 86 ) 


- 1 - e 


a 


(87) 


.Q-% 

■ 


■ e 


71 


COS a — 


sina- 


^f 2 a_ 

er'^- 


cosr>.a H- — - 




; sin 9 . a -h 3'^''*""* 


-.'{a 

-'.‘Ol 

-da 


(‘.OS 3 a — .. 


• 0 , 




Sin .) (X • 


Les formules (78), (79) et suivantes aoniprannant, conuna aas [)arti- 
culiers, les equations (gS), (94), (90), (9G), (97), (98), (99), (100), 
(101), (102), (ii 5 ), (118), (119) et (tao) ( 1 (! ravant-derniar Article. 

Si la constante a, que Ton suppose renrerniee antra las limites — -ir, 
4-Tt, devenait precisement egale a rune de ccs limites, les Idrmules 
(78), (79) ne pourraient plus subsister qu’aiitant <fu(‘. la fonction f(.3) 
s’evanouirait avec et alors la secondo do cos (brnuilcs deviendrait 

identique, tandis que la premiere coincidcrait bvec requalion (ii 5 ) 
de la page Siq. 



SUR m MEMOIRE D’EULER 


QUI A POTJR TITHE 

NOVA METHODUS FRACTIONES QUASCCMQUE RATIONALES 
IN FRACTIONES SIMPLICES RESOLVENDI. 


On trouve, dans les Acta Academia: Petropolitana: pour I’annee 1780, 
un Memoire d’Euler qui a pour litre : Nova Methodus fracliones quas- 
cumque rationales in fractiones simplices resolvendi. Ce Memoire, dont je 
n’avais pas connaissance a I’epoque ou j’etablissais les bases du calcul 
des residus, a des rapports assez directs avec ce meme calcul pour 

qu’il soil convenable de les signaler. Le precede que I’autenr emploie 

^ P 

pour deduire d’une fraction rationnelle f{z) = -q, dans laquelle P, Q 

designent deux fonctions entieres de la variable z, les fractions simples 

correspondantes a un diviseur lineaire z — a de la fonction Q, consiste 

a faire croitre la valeur a de s d’une quantile infiniment petite w, puis 

a developper la fraction ^ suivant les puissances ascendantes de w, en 

posant 5 = a 4- CO, et enfin a chercher, dans le developpement obtenu, 

les termes qui deviennent infinis pour 01 = 0,0 est-a-dire ceux qui 

renferment des puissances negatives de z — a. \\ en resulte que, dans 

le cas particulier oil la fonction Q est une seule fois divisible par le 

facteur z — a, la fraction simple qui se rapporte a ce facteur, et se 

presente sous la forme a pour numerateur le coefficient de ^ 

dans le developpement de/(a + co). ou ce que j’ai nomme le residu 

(jg y(^) relatif a z = a. II serait aise d’en conclure que la fraction 

simple c’est-a-dire la partie de /(s) correspondante au fac- 

i Z Cl 
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teur s — a, est precisement le residii de relatif a la valeiir a de 

la variable «, ou, ce qiii revient au meme, le coefficient de ^ dans le 
developpement du rapport 

/*( -4” W ) 

z — a — 6) 

suivant les puissances ascendantes de co. Mais Euler n’a point enonce 
cette proposition, comprise dans la formule (5) de la page SaG, ct qui, 
s’etendant au cas meme oil la fonction Q devient divisible par une puis- 
sance entiere quelconque de z — a, fournit, pour la decomposition de 
^ en fractions simples, une regie uniforme, egalement applicable, 
quelle que soit la nature des racines, reelles ou imaginaires, egales ou 
inegales, de I’equation Q = o. 

L’illustre geometre que je viens de citer observe encore que le pre- 
cede dontil a fait usage peut etre employe a la decomposition des fonc- 
tions transcendantes en fractions rationnelles. Mais les huit dernieres 
pages du Memoire, qui sont relatives a cet objet, offrent seulcmont un 
exemple de cette decomposition, et n’indiquent pas les conditions aux- 
quelles les fonctions transcendantes doivent satisfaire pour que le pre- 
cede dont il s’agit leur soit applicable. Au reste, on concevra facilement 
comment il a pu arriver qu’Euler, dans son Memoire, n’ait rien dit a cc 
sujet. Car la recherche des conditions dont nous venons de parler, et 
des propositions fondamenfales qui s’y rattachent dans le calcul des 
residus, exige la connaissance des relations qui existent entre les re- 
sidus des fonctions et les integrales definies. Par consequent elle sup- 
pose (voir le Volume des Exercices, pages pS et suiv.) (0 deter- 
mination de la dififm’ence entre les deux valeurs que peut prendre une 
integrale double suivant I’ordre dans lequel on effectue les integra- 
tions. Or cette difference a ete signalee et calculee pour la premiere 
fois, a I’aide de la theorie des integrales definies singulieres, dans le 
Memoire que j’ai presente a I’lnstitut le 22 aout i8i4, et que Ton trouve 

(1) OEiwres de Cmichj, S. 11, T. VI, p. ia4 et suiv. 
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insere, avec le Rapport approbatif de MM. Lacroix et Legendre, dans le 
recueil des Memoires des Savants etrangers pour I’annee 1827 ('). Quoi 
qu’il en soit, la fonction qu’Euler a choisie pour exemple, etant une de 
celles qui remplissent les conditions enoncees dans le theoreme IV de 
la page 336, verifie Tequation (36) de la meme page; et, en ell'et, les 
calculs effectues dans la derniere partie du Memoire que je viens de 
rappel er conduisent definitivement I’auteur a une formule qui n'est 
que le developpement de la suivante 

sinii? 

tanga; — cosa; 




X * 


Sin : 


tang:j — cos:; 

I \ p I 


cos:; 

\J^) ^ ((2 sin:; -r 1 -i- v/^5)) 






cos: 


<^x- 


((2 sins -h I — vo)) 


(1) OEiwres de Cauchy, S. I. T. I, p. Srg et suiv. 



MftHODE POUR ORVEI-OPPEU 


I)ES 


FONCTIONS D’UNE Oil DE PLUSIEIIRS VAIIIABLES 


SERIES COMPOSITES DE FONCTIONS DE MITME ESPfiCE. 


Soil 

(0 ■■■,>') 

line fonction qui renferme, avec les variables indepcndaiitcs x, y, . . 
une autre variable a laqucllc on attribuo successiveiuent : i*’ une cer- 
taine valeur representee par s; 2° d’autrcs valours /■, , r.^, r,, . . . respec- 
tivement egales aux diverses racines d’une equation transcendante. On 
pourra, dansun grand nombre de cas, developpor la fonction de x,y , ... 
designee par 

( 2 ) [{x,y,...,s) 

en une serie dont les differents termes soient rcspectivement propor- 
tionnels aux fonctions de meme espece designees par 

( 3 ) f(x, y, . . . , r^), ...; 

c’est-a-dire que Ton pourra choisir les coefficients R,, R^, Rj, ... de 
maniere a verifier I’equation 

(4) ~ Ri •••> ^ 1 ) ■+■ Rs! f > /’a) H- • • - ■ 

Souvent, en efFet, on y parviendra, en suivant la methode que nous 
allons indiquer. 
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Supposons qu aucune des fonctions (3) ne devienne infinio, pt soil 

(3) F(7')=:0 

1 equation transcendante a laquelle appartiennent les racines /•, , 

Si cette equation n a pas de racines egales, il suffira, pour determiner 
convenablement les coefficients R,, R., de trouver une nouvelle 
fonction o(r), qui reste finie quand on attribue, a la variable r Tune 
des valeurs r,, a, . . . , et qui satisfasse a la formule 


(6) 




En effet, cette fonction etant trouvee, la formule (6 ) donnera 


et, par consequent, on verifiera I’equation (5) en prenant 
( 8 ) 


n — ? ( ) R - R - 


F'(o)' 


D’ailleurs, comme on a identiquement 


(9) 


la formule (6) pourra etre reduite a 

(lO) 


p '■) _ p (p(r) f(x,y, 

O ((r_ 5 )) o ((F(/-))) 


et Ton tirera de cette derniere, en admettant que !p(r) conserve une 
valeur finie pour r = s, 

(■» £-7(I7=7)F(7T)r'‘*’^- 

Posons maintenant 

(I2) F(/-) — (r — i) ffi(r) =x(^); 
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on en conclura 


Or, pour quo la valeur pi’ccedento do <p(r) nc dovicnao pas intinie en 
vertu dc la supposition 7 ' = s, il faudra que I’on ait 

(l4) F(.9)=5(;(5). 


On trouvera par suite 


(i5) 




F(/- )-F(.0 
r — s 


— y . ('0 . 

»r « """" j 


puis, en faisant, pour abreger, 

%{'■)- xi^) 

on obtiendra la formule 


r — i' 




f r\ r \ F(/-) — F(.9) . , . 


/* — S 


dans laquelle i]^(r) designcra une fonctioa qui devi’a, ainsi que ^(r), 
conserver une valeur finie, non seulement pour /’ = .?, mais encore 

pour chacune des valeurs de r I'epresentees par r,, r.,, 

Concevons a present que Ton substitue dans la formule ( 1 1) la valeur 
de ©(r) donnee par I’equation (i6). La formule (i i) deviendra 


(17) 


r F(.0 + (r — .9)i|;(;-) 
((('■— •')F(/’))) 


. ..,/•) = 


o, 


ou, ce qui revient au meme, 


(18) 






r) 




I 


4i(/-) y, r) 

((F(r))) 


et il ne restera plus qu’a choisir la fonction 4^(0 maniere a verifier 
I’equation (17) ou (18). Or, dans le premier membre de I’equation (18), 
le second terme disparaitra evidemment si Ton suppose 


(19) 
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De plus, si la fonction r) conserve une valeur finie pour 

toutes les valeurs finies de r, on aura identiquement 


(20) 


p f(a:, .y , ■ ■ r) __ p r, . . r)\\ 

<^(((;'-.s)F(/-))) ^r-s)F{r) ))' 


Enfin, si Ton represente par p le module de la variable r, et si Ton 
suppose que le rapport 


devienne generalement nul, pour des valeurs infinies de p convenable- 
ment choisies, on pourra en dire autant du produit 

r) _ I 

(r-s)F(rj F(r) 


et Ton conclura du theoreme II de la page 3o5 que la valeur principale 
du residu integral 


( 23 ) 


P / / f(a;,,y, ■■■,/-) \\ 
<^\\ (^r — s)¥{r) )) 


s’evanouit. Ajoutons q^ae cette valeur principale s’evanouira encore en 
vertu du theoreme cite, si, pour des valeurs infinies de p convenable- 
ment choisies, le rapport ( 21 ) est toujours fini ou infinimefit petit, 
quel que soit le quotient et fini seulement dans le voisinage de cer- 
taines valeurs particulieres de Tangle t determine par Tequation 


(24) r =:p(cOST -t- SiDT). 

Done, si ces conditions sont remplies, le premier terme de la for- 
mule ( 18 ) sera egal a zero, et Ton verifiera Tequation ( 6 ) en prenant 


( 25 ) 


cp(r) = 


r(r)-F(^) 
r — s 


D’ailleurs la valeur de r, designee par s, est entierement arbitraire, 


OEuvres de C. — S. IL t. VIl, 
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et peut etre consideree conime une nouvellc variable. On pent done 
enoncer la proposition suivantc : 

Theoreme I. — Soient 

(i) 

une fonction des variables independantes x, y, . . . , r, qui demeurefime 
pour toutes les valeurs finies de r, et s une autre variable independante 
de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, rnais eorwenablement c/ioi- 
sies, dll module p de la variable r, le rapport 


reste toujours Jini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particulie'res du quotient > on aura 


(26) 




F(r) — F(s) !'(.«, 7 , 

/:-.v ((F( 0 ) 1 ”’ 


ou, ce qui revient au mAme, 

(27) 


y - r _L_ 

1(X,7, . 


pourm que Von rdduise le residu intdgral, compris dans le second tnembre 
de V equation ( 26) ou (27), a sa valeur principale. 


Corollaire /. — 11 est important d’observer que le theoreme prece- 
dent ne doit pas etre restreint au cas ou les racines de I’equation ( 5 ) 
sont inegales. Ajoutons que Ton peut deduire immediatement I’equa- 
tion (27) de la formule ( 5 ) de la page 326, en substituant, dans cette 
formule, la lettre ^ a la lettre x, et posant d’aillcurs 


F(S) 

Corollaire 11 . — Souvent, pour que les conditions enoncees dans le 
theoreme I puissent etre remplies, il est necessaire de supposer les 
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variables x, y, ... comprises entre certaines limites. Alors on n’est en 
droit de considerer la formule (26) eomme exacte qu’autant que Ton 
attribue aux variables x, . . . des valeurs renfermees entre les limites 
dont il s’agit. 

Corollaire III. — Comme on a identiquement 


(28) 


F(r)-F{5) 


= rV[r- 


■).(s — r)]d7., 


il est clair que I’equation (26) peut etre presentee sous la forme 


(29) 


f(dp,7, = 


PV))) 


Si, dans I’equation (26), on remplace successivement f(x, y, . . . , r) 
par les trois fonctions 

e^'^, cosrx, sinr^, 


on obtiendra, au lieu du premier tlieoreine, ceux que nous allons 
enoncer. 

TuitORtiME II. — Soient r, s, x trois variables indipendantes, et F(r) 
une fonction donnee de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, tnais 
convenablement choisies, du module p de la variable r, le rapport 

qI'X 

(3o) 

reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particuliires du quotient - , on aura 


(3i) 




j. F(r)-F(5) 




gTX 

((F(r}))’ 


ou, ce qui revient au mime. 


T — s 
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pourm que Von reduise k rdsidu integral, eompris dans le second memlyre 
de V equation (Zi) ou (Z-i), a sa vakur principale . 

Corollaire. — En combinant Toquatioii (3i) av(u: la (bruiulo (;>.8), 
on en concliit 


= (' 




((F(/-))) 


Exempks. — Supposons 


a designant une constante positive. Alors, re<|uation (3) (Hant re- 
duite a 


— 1 o. 


les racines de cette equation seront respeetivouKuit 


(36) o, 

etelles auront pour modules les dilTerents tonnes {le la sdrie 

(37) «, il. !il 

a a a 

0 

Cela pose, si Ton attribue au modulo p de la variable r une valour infi- 
niment grande, prise dans la serie 

(38) ilE, 7JE, 

a a a a 


et a la variable x une valeur positive, renfermee entro les liiuites o, a, 
le rapport (3o), reduit a la forme 


sera toujours fini ou infiniment petit, et ne cessera d’etre infiniment 
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petit, en conservant une valeur finie, que dans le cas ou le quotient ^ 

differera trespeu de rb s/— i. On aura done, en vertu de I’equation ( Sa ), 
pour des valeurs de x renfermees entre les limites x = o, x — a. 



ou, ce qui revient au meme. 


as cos - 


■ITCX 


27 tsin • 


(40 


2 {e^ 


l\T,X , . lllZX 

as cos 471 sm — 

a a 


.2 as 


471^- 


a-s^ 




a^S‘ 




L’equation (4i) pourrait etre aisement deduite des formules (65 ) et 
(66) de la page 356. 

Supposons encore 


(42) F(r) = e“'’— 2 cos 6 /- + 

a, 6designant deux constantes positives, et faisons, pour plus de com- 
modite, 

, „ b 

(43) c — sja^-^h^, 0r=arctang-- 

L’equation (5) deviendra 

(44) e“''— 2C0s&r + e-“''= o, 

puis on en tirera, en designant par n un nombre entier quelconque, 


(45) 


(cosS + v/^^ sin6)v/=^. 

a±b\j—\ ^ 


Done les racines de I’equation ( 44 ) auront pour modules les differents 
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termes de la serie 


eas 


(46) 


O, 


air 

c 


/jTT r>7T 


Cela pose, il est facile de reconnaitre que, si Ton attribue ati modiiR^ p 
de la variable r une valeur infiniment grande prise dans la serie 


(47)' 


TT 3 71 

_ j ^ 

c a 






et a la variable a; une 
le rapport 

(48) 


valeur positive renferniec entre les limites o, a, 

Qi'X (>rx 

F(r) — 2 cos 6/* ”-1- 


restera infiniment petit, quel que soil (raillcurs le quotient “■ Done, 
en vertu de [’equation (32), on aura, pour des valours do .» renfer- 
mees entre les limites a? = o, x = a, 


(49) 


: {e^ 


■ 2 COS 


bs -H ^ 


r -'ii cos br -ha 


ou, ce qui revient au meme, 


2 cos bs 4- 

n 

I -h SS 


n=:i 2sm 


b ^a\J- 


i 






{aP‘-hb^)s^ S ^rt'Kb (^b — a^ ^i)s a\J 


s 




2» TC.r 
4 - a y/^i 


9 « TT .r _ 
b 4“ <t sj — 1 


„=i 2sm— — (/p-hay/ "i))? ^/tn -t- (b -h a\l 

b ~-h (t 

le signs § s’etendant b toutes les valeurs entiferes et positives de n. 

Si Ton fait maintenant = a, on trouvera, pour toutes les valeurs 
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de X renfemees entre les limites h et a. 


acosas-t-e- 


(5i) 


nizx P «7r jc , — - TiTZx I — "1 

S (-" e I e e 1 

re/i7r_ l^^nTT — {i — \J~i)as 2 nT. — (i -f- '~i )a.9 J 

n=:oo r . nizx I— UTZX 

S ( — j)^e I e ^ ^ e ^ I 

L2/iTr4- (n-v/-~i)<^5 2 nT. ^ (i — \'—i)as J 


1 -1" so; _ C (-” 0" 
2a^s^ O e' 

n = i ^ 


OU, ce qui revient au meme, 


g«5 — 2 cos ^5 H- e~ 

J 


2a^s^ e'^ — e-*'^ 


H- • 


<25 

7ZOC 

{ as\ 

1 . TlX 

as Tix 

/ as\ 

. . T,X 

— 

COS 

- Tt • 

sm — 7CX 

— cos i 

7i4- — 

sm — 

2 

a 

\ 2 t 

R ^ 

2 a 

\ 2 ) 

' a. - 

e 


TT'-i- Tias H — 
2 





r as 

2TtX 

( as\ 

. 2TiX 

as 2'KX 




COS 

- 27i 

Sin 2 'jrx 

— cos 

- 211 +— ) 

T 

2 

a 

\ 2 / 

« e-- 

2 a 

V 2/ 


>i7t. p-^ZTC 


22^2 — 2%as H — 
2 


,1 


Si Ton prenait, au contraire, 6 = ic = ^ \/a- n- on trouverait 

a 

7^' 


^ ^ 


as 


^as — 2 cos -rr H~ 

\/3 

W = oo 

3 I ~i-s.x O 


^ ^ 2 sm — 

' 

I 4 

I n =zco 

S (i_3iy/z:7) 


«7cjV^ zrnzx /— J 

e 2fl g 2a ^ ^ 


n 7t X y/fi __ 3 rajcx ^ 

2« ^ 2a 


ds I — / — 

/ITT \ 2/^7^ —-^-assj — I 2^-^ — jz — assj i 

V^3 V v/3 


nicxy/i zrnzx nr^.vfz f-j 

_ 2a ^ 2a ^ g 2a g 2a 


2 sm- 


n-r: \ ^/itt- 




/*'*' — ^ CJ/a / 

<25 y — I 2 /I TT -f- + ^-5 Y I 


2 
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ou, ce qui revient au meme, 



■+“ 


En developpant les deux membres dc chacuiic dos equations qui pre- 
cedent suivant Ics puissances ascendantes de .r, et comparant ensuite 
les coefficients des puissances semblables, on obtiendrait do nouvelles 
equations dignes de remarque, parmi lesquelles so trouvent comprises 
les formulas ( 37 ), (38), ( 39 ) des pages 387 et 338. 

Supposons enfin 

( 55 ) F ( r ) = — 3 (tos br"- -+- e-'"” , 

a, b designant toujours deux constantes positives. L’equation (5) de- 
viendra 

(56) e"*'’’ — 2 cos -+- e-"''* = o ; 

puis on en tirera, en adoptant les notations (43), et designant par n 
un nombre entier quelConque, 


(57) 


\2mz\J- 


— (cose qr V/--7 Sin9) v/.^T 
± b \j—i ' 
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oil, ce qui revient au memo, 

(58) 

On trouvera par suite 


/ 2/i'7r\ - 

r ^ 


- . (h 7r\l 

“TT- 


-h T 

H= V — i sm - iTi - 

\ ^ J 

L \2 

4> 

\2 4/J 


Done les racines de I’equation (56) auront pour modules les differents 
termes de la serie 



Cela pose, il est facile de reconnaitre que, si Ton attribue au module p 
de la variable r une valeur infiniment grande, prise dans la serie 


( 

le rapport 

pJTq — 2 cos6r--i- 




sera toujours infiniment petit, quelles que soient les valeurs du quo- 
tient - et de la variable x. Done, en vertu de la formule (Sa), on aura, 

P 

pour toutes les valeurs possibles de x, 

(63) - 2 ■+ e-^n) 

Si maintenant on effectue les operations indiquees par le signe , 
I’equation (63) olfrira le developpement de Texponentielle e“ en une 
serie d’exponentielles de meme forme, dans lesquelles la variable x 
aura pour coefficients, non plus la quantite s, mais les diverses racines 
de I’equation (56). Si I’on fait en particulier b = a, I’equation (56) se 
trouvera reduite a 


(64) 




puis, en posant, pour abreger, 
(65) N=r 



O, 
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on tirera de la formule ( 63 ) 

^ -~™ o, CO s as- -I- e"- 

_ / .v.?’ sKr- s'Kr^ 

— . • , 1 J -f- 

i I.:>. l.:^.3 


( 66 ) 


N jv/- i 




s 


(-i)"N 


-H 


■l( 




•Nv/ 


S.v/eoH 

V-: 


/ ' ^ 



(,VCH 

n) 

'v/-l 

N.r(cos.'^ 

tf ^ « 

“ v' 




\ 

(.VC** -i™ 

■N 

)v/-~T 

f 



"f, y/ ... 

" 1 cos ~ ') 
8 / 




,VC** 

Nv^-i 




-h 1N\/- 




'on, cc qni revient au rneme, 


■ N v^- 


(iSX 

.)^ C0S<rAV-~r- C'"--''*'"- 






f 1.2 J/i.3 


sin + N.,, si„ N si,^ Kj 


N .J’ COH - 


■«“— '-iA-Ncos^ + N* 

o 


•J sin J N...' sin - ^^ sin ^ N.t- sin 0 

'" ■ ^ ■ - e 


s 

n = l 


(— ly^N 


2 nr:{e 


2 ,vN cm 3 -h 

o 


f>~n'K\ 




A COS (^1 + N.r cos I) N sin (^N.r cos 


.<= + ;iANsins + N* 

O 


3 j -».\.rs{n 

e 


.9 cos ( I -N.rcos | 


‘N siu ( N . 2 ; cos 


.v^-— a.vN sin ~ + N'*-^ 

o 


TV 

8 J N.r slji ■ 

e 
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11 importe d’observer qu’il ii’est pas permis d’attribuer aux constantes 
a et b, dans la formule ( 63 ), des valeurs nulles, mais seuleinenl des 
valeurs tres petites. Si Tune de ces constantes s’evanoiiissait, si Ton 
supposait, par exemple, b = o, le residu integral, coinpris dans la ibr- 
inule dont il s’agit, aurait une valeur principale indeterminee, et la 
serie des residus partiels qui le composent deviendrait divergente. 
Alors aussi les conditions enoncees dans le fheoreme II ne pourraient 
plus etre remplies; et le rapport (62) deviendrait infini, lorsqu’on 
attribuerait au module p de la variable 7-une valeur inliniment grande, 
et a Tangle t, determine par Tequation (24), Tune des deux valeurs 

— 7J + TJ OU Tune des deux valeurs — -1- 

4 4 4 4 

TheorMe III. — Soient r, s, x trois variables independanies, el F(r) 

une fonction donnee de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais 

eonvenablement choisies, du module p de la variable r, le rapport 


( 68 ) 


cosr.x' 

■f (77 


reste loujours fini oii infiniment petit, et fini seuiement dans le vomnage 
de certaines valeurs particiilieres du quotient on aura 


(^ 9 ) 


cossa‘=r 


F(r)-F(s) 


cosrx 

((PWf) 


oa, ce qui revient au m^me, 

, c I cosr^ 

(70) ;• ((F(r) ))’ . 


pouivu que I’ on reduise le residu integral compris dans le second membre 
de I’ equation (6g) ou (70) a, sa valeur principale. 

Corollaire. - En combinant Tequation (69) avec la formule (28), on 
en conclut ^ 

cosrxj" F'[r-i-X(^ — r) 1 dk 
(70 eossx=£^ ((F (/•)>)) " 

Exemples. — Supposons d’abord 

F(r) = sinar, 


(7®) 
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a designantunfi quantite positive. Alors, si Ton attribue au module p 
de la variable r une valeur infiniraent grande, prise dans la serie 


■3) 


TT Stv arr yir 
‘2 a’ 2 a 2 a’ 2 a’ 


et a la variable 00 une valeur reelle rcnformee entre les limites a, 
~\-a, Ic rapport (68), recliiit a la forme 


(74) 


cos/\r 
sin a/* ^ 


sera toiijours fini ou infmiment petit, et ne ccssera (retr(3 intinirnent 
petit, en derneurant fini, que dans le eas ou lo quolient - dillerera 

tres peu de ±1, On aura done, en vertu do requation (70), pour des 
valeurs dea? renfermees entre les limites 


( 75 ) COS.V^ =r COS as ^ — ~ 

ou, ce qui revientau ineme. 


cos • 


Its 


cos 


(76) cos5^ = 2^75 sin 


\2 a} . 9 *^ 7r‘^ -- !\ 71- - 

Si Ton prenait, au contraire, 

ill) F(^‘) = COSa/‘, 

on trouverait, entire les limites x = o, x = a, 


z ---a, c 

rx 

V a, 

nr)) 

3 7r./' 

/ • i\ 0 

a 

a 




(78) COS.S\rri:: 

OU, ce qui revient au meme, 


P \ cosr.r 

cosa5 J — — 

^ s — r ((cos a/')) 


{79) cos.9vr = 4'Jreosa,y\ -- 


Tier 3Tr.'r ^ Stt,/* 

cos — 3 COS — — ;> (ios 

2 a 2 a 2a 

7r“^— l\a^s'^ 9Tr‘^— [ya^s”^ ^ 


Siipposons encore 

F(r) = sinar -h r cost^r, 

adesignanttoujours une constante positive. Alors, si Ton attribue au 



D’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES, ETC. 381 

module p de la variable r une valeur infmiment grande, mais sensible- 
ment distinete de celle que fournit I’equation 

(8 j) sin^r -h r cos^zr =: o, 

ct, a la variable cc, une valeur reelle renfermee entre leslimites — a, 
-+-a, le rapport (68), reduit a 

cos;-j; 

^ ^ 4- r cosa;* 

sera toujours fini ou inliniment petit, et ne eessera d’etre infiniment 
petit, en demeurant fini, que dans le cas oil le quotient ^ diCferera tres 
peu de ± I. On aura done, en vertu de la formule (70), pour des va- 
lours de os comprises entre les limites x = — a, x — a, 

, f. I cosr.r 

(83) cos^^ = (sma^ -i- 5 cos«0 , 

ou, ce qui revient au memo, 

S COS /' <3? 

^s-r)i[a + r)cosar-ar^\na,-\ 

Dans la formule ( 84 ), le signe place devantle terme 


COS J'OC 

\s ~r r)[{a-i- r) cos ar — ar sin a/]’ 


indique la sorame des valours que prend ce terme, quand on y sub- 
stitue successivement, au lieu de r, les diverses racines de 1 equa- 
tion (81). II est bon d’observer que cette equation pent s’ecrire comme 
il suit 


(85) tangar = — r, 

et qu’elle a toutes ses racines reelles \voir\& Volume I, p. 3oi (')]• 
Supposons enfin 

^ F(r) 2 C 0 S^r“-f- 


a et designant deux constantes positives. Alors, si Ton attribue au 
module p de la variable r une valeur infiniment grande prise dans la 




(1) OEwres de Cauchj, S. H, T. VI, p. SiiQ. 
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serie (6r), le rapport (68) rcsteru infiniment petit, (jiiellcH quo soient 
les valours du quotient ^ et de la variable ;r. Done, (ui vertu de regula- 
tion (70), on aura, pour tontos les valours possibles de .r. 


(86) cossa)=: (e^ 


cos bs^-y~ - 

.V • 




cos/vt* 

I cos />/■“ 1 c 


Dans cette derniere Ibrinule, connno dans I’dqualion (63), les con- 
stantes a et A peuvent dtre aussi petites que Ton voudra; inais il n’csl 
pas permis de supposcr que I’une d’elles s’evanouisso. 

Si Ton fait, en particulier, 0 = a, on tirera de la forniule (86) 


COSiX 


* 2 cos as^ -h ” 2 a^s‘ 


i . % 


Oil, ce qui revient au memo, 


cos 




cos 


Q ( r)'^ 


as’^ '■ (2.//Tr — as'^) 

Si 

as- 1 • ( 2 n 'TT — - as"^ ) — 7 


Hd'i (tos ^ sill-; 


cos 


N.r( si a - cos 


(‘US 


as- -}- ( 2 /^ 7T 4- as‘'^ ) \/— / 
N.r/'sia ^ -fY'—ioos- 


— (!>,//„ 71 as^) y/- 


COS^J? 


2 COS 4- 



• as^ 


( I>(. PS-Ill ~ •« JV.Psin - \ / 7 r\ 

U "-l-r 


2 /i- TT" — 2 n n a s- ■ i™ ar .v'^ 


/ 

I A 1 

OiTT- 

- - as^ ) 1 

2 ^ ' 


\ / N.P sin - » N .«• sin ^ \ . / 7 t\ 

j[(f — sm. f N.rcos g j 


2 n ^ 2 a 7C as'^ -h a- s 


I N.pcos- -- N.p(k»h~'\ / , 'ji 

- as- \e 4^ e « ) cos f sia | 

2 /A® 71 '^ 4 -“ 2 n Tzas^ -4 

~ \o - e ^ ) SHI f Nfr sin g j 


2 /?4 7T^ -4 2 n TT as'^ “4 A’'" 
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la valeur de N aant toujours determinee par I’equation ( 65 ). Lorsque, 
dans la forraule (88), on pose as- =2-, on en conclut 


I / e ‘'- — e~ 






cc*" \ 

7 ^; 




s 


7fl7C o—tl’IZ 


in 



n — 1 

{n 

-1)^+1 


I 

{n 

I I 


n -i- I 

{n 

4 -r)^-t- 1 


i ^,vsin~ -Sxsin^X f 7 : • 

Q ® 4- e ® / cos I A /r cos -g I • 


f sin 


(^N.rcas|j 

(^Na-sin^j 


la valeur de N etant determinee par I’equation 



TiiEORiiME IV. — Soient r, s, x trois variables independanles, el F(/ ) 
ane fonction donnee de r. Si, pour des valeurs infinimerit grandes, mais 
comenahlemenl choisies, du module ^dela variable r, le rapport 

sin 7 -ic 

( 9 ') 

resle toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certairies valeurs particuhires du rapport -5 on aura 

r 

F(r) — F(^) sinr^ 

(92) = 

ou, ce qui revient au m^me, 

/» I sin^-ie 

( 93 ) = ((F(rjT)’ 

pour^u que Von reduise le risidu integral, compris dans le second membre 
de V equation (92) ou (93)> ^ valeur principale. 
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CoroUaire. — En combinant I’equaHoii (92) avec la Ibi-nuile ('28), 
on en conclut 


(94) 


sin^x = J 


sinr-ic f F'[/* + X(,'i 




((F (■'•))) 


Exeinples. — Supposons d’abord 


F(/’) ~ sinrtr, 

a designant unc constanto positive. On tirera do la fbnnule (9.3), pour 
toutes les valeurs de x renfermees entre les limitos .tr = o, x =- a, 


(95) sin. sina.y / 

ou, ce qui revient au meme, 


_ r sinr.^; 

.y — r ((sin if/*))’ 


itx 


(96) sin5.3?:zz27rsiii 


as\ 


sin- 


. 71 *' — a-'r 


2 sin 


2 7 r.-/.‘ 
a 

- 


3 sin ' 


97 r'“ 


37 r.r 


Si Ton prenait au contrairc 


F(r) zi: cosar, 

on troiiverait, entre les limites x = o, == a 


(97) 


sin.y:r =z:sin^7,9 / - f 
,y — /• 


sin r.r 
((cos ( 7 /*))’ 


oil, ce qui revient au rneme, 


(98) 


sin^.2:' :=.%as cosrt^* 


sin ■ 


itx 


sin- 


2 a 




sin - 

2 a 

9.5 TX^ — /J 


II est bon a'observer qu'on pourrait dSduire I’cquation (96) <lc la Ibr- 
mule (,6) et I’equalion (98) de la foimnlo (79), a raid'e d’linc diffil- 
rentiation et d’une integration relatives a la variable x. 

Supposons encore 


F(^) — sinar + /■ cosar. 



383 


B’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES, ETC. 
On trouvera, entre les limites x = — a, x = a. 


(99) 


sinsa? = (sinas -i- szoios) ^ ^ — 


Sin rw 


((sinar -4- r cosar)) 


OU, ce qui revient au meme, 


(100) 


sin^^ ” {sinas +• s cos 



(s — r)[(a 


sinr 

r ) cos ar ~ ar sin a/* ] ’ 


la somme que le signe § indique devant etre etendue a toutes les 
valeurs de r qui verifient I’equation (8i). 

Supposons enfin 

F ( r ) Z 3 — 2 cos br^ + 


a et h designant deux constantes positives, qui soient Tune et I’autre 
difFerentes de zero. On trouvera, pour toutes les valeurs possibles de la 
variable x. 


(loi) siniit' = (e**’— 2 cosfo--t- 




SIB^^ 


s — r (( e"'*' — 2 COS br- -f- )) 


Si Ton fait en particulier b =a, on tirera de la formule (loi) 


sm^^ 


— 2 COS as^ -H e- 


-as^ 


2a^s^ 


^3 


e »'^sin|^Na;(^cos|+V^smg^j 
as^— ( 2/111 — as'^)\P^ 

e* '^sin ^cos | i sin ^yj 


s 


(— i)”Na5\/2 


ft V 


as^-j- {2n% — as^ ) sj— i 
^sinj^N^^sin- — sj— i cos-g'^^ 
2^/1 TT H- 05 ^ — as^ sj— I 


. r 

sm 


fsin I I 


2 /I IT -h as^-\- 




la valeur de N etant determinee par I'equation (65). Lorsque, dans la 

49 
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fovmiilc ( 102 ), on pose «.v-= 271 :, on en concint 


Slll.v.z? 


SO) / 




t.3 


a ” sill 


\ I TT -• . 7t' 

- 1 - V"'— r sm 


(io3) / 




Sin 


(-iV'N^a 


“■h 


s 


2 


I — ( // • • I ) ' 1 

N.r ^cos 1^' y/- i 

» ■+" (/^ --Ov' f 


SHI ■ 


v^i 


SIM 


’ yA- 1 ^ 

SIH 


N.r ^sin ^ -™ y/’-- i cosj 

n -I- 1 y / 1 


N.r(sin + y^ i (*os ~ 


/i -i- I y/» 


Oil, CO qui revient aii iricnie, 

7CS\/2 




sin .9^ 


Stt 


273 


c()S|^ (/i i) sin 

{n -- 1 )“ i - 1 


+ 




0 n((i 


"••* N.P«iP r 




cosg --(rt. + i)sin-j 


/ N,«'-ln.^ -Nx»ln"'\ 

\'' -I- e “/ Kin ( N.rcosg 

*) cos^N'.r coK^ 

N.r.MH3 . / . ,r 

- \f " i'<! “ / SI a ( N ./■ SI n 

,. 7T 

.H_r V'' “■ ■Vc.oK(^N.rsin|) 


(/t ■ ■ i')“-l- I 

sin ~ H~ (n. -h 0 cos f 


la valour de N etant determinee par I’oquation (()(>). 

Dans los applications que nous venous do rairo de la I'orinuli' 

!(*■> JK. ■...?■) a ete reinplacee par dcs fonctions des seules variaidos .r 
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et /-. Mais il serait facile d’assigner aux expressions f(;r, v r). 

F(r ) une multitude de valeurs propres a remplir, du moins entre cer- 
taincs limites, les conditions enoncees dans le tlieoreme I, et tellement 
choisies que f(a?, , r) renfermat, avec oe et r, d’autres variables r, 

Ainsi, par exemple, on conclura sans peine du tlieoreme dont il 

s’agit que Tequation 


(ro5) 






- . cos hf- + e-«^) A 

^ s — /• — 2 cos br- 6-“'")) 


dans laquelle a, h designent deux constantes positives, mais diffe- 
rentes de zero, sulisiste pour toutes les valeurs reelles de oc comprises 
entre les limites a; = — a, x = a, et pour des valeurs quelconques 
de y. 

Lorsqu’a I’aide de I’equation (26) ou (27) on a developpe la fonc- 
tion i(x,y, . . . ,s) en une serie composee de fonctions de meme espece. 
il est souvcnt facile de trouver une infinite d’autres series semblables a 
la premiere, et quo Ton puisse encore considerer comme des develop- 

pements do la fonction f{x,y ^). En effet,pour y parvenir, il suf- 

fira de substituer, dans la formule (6), non plus la valeur de o{r ) que 
determine Tequation (26), mais celle que fournit I’equation (16), et 
de prendre pour 4'(r) une fonction propre a verifier la condition 


(106) 


p f(j;, j, 

O ((F(/-))) 


Or cette condition sera remplie, si Ton suppose : que la fonction •}(/■) 
conserve une valeur finie, pour toutes les valeurs finies de r; 2° que, 
pour des valeurs infiniment grandes, mais convenablement choisies, du 
module p de la variable r, le produit 


(107) 


'' ’ F(r)“ 


• /* 

reste toujours fini ou infiniment petit, quel que soit le quotient -3 et 
fini seulement dans le voisinage de certaines valeurs particulieres du 
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nieme quotient. Alors on n’alterera pas I’equation (26) ou (27) en 
ajoutant au second membre le terme 


(108) 


^ ((F(r))) 


On peut done enoncer la proposition suivante : 

TheorIime II. — Les mimes choses etant posies que dans le ihiorerne /. 
si la fonclion conservant une valeur finie pour tonics les valeurs 

finies de la variable r, est telle que, pour des valeurs infiniment grandes, 
mais comeriahlement choisies, du module p de cette variable., le pro- 
duit (107) reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulemenl dans 
le voisinage de certaines valeurs particuliires du quotient - > on aura 


(lOQ) f(« r s)~f p f(.r, j, ,■) 

(.09) , 


((F(0)) ' ((F(0))' 

OU, ce qui renent au mime, 

= 


■■ ■ • , p + ( '0 r. • ■ • . r) 


pourvu que I’ on reduise chaque residu intigral a sa valeur principale. 

Corollaire. — Rien n’empeche de supposcr quo la fonction 
comprise dans la forinule (109) ou (no), renferme avee la variable-r 
la quantite s. II en resulte que, dans le cas oil la formule (t 10) .sub- 
siste, on n’altere pas cette formule, en y remplagant ^'(r) par lo pro- 
duit F(f) 'j'CO’ sorte qu’on a encore 


(ill) 




. . .,_/■) 

(TfT/T)) - 


Exemples. - Concevons d’abord que Ton reduise {{x,y,...,r) ii 
1 une des fonctions cos/’a;, sin raj. Alors, en designant par a une coti- 
stante positive, par b une autre constantc choisie arbitrairernent, et 
posant de plus 


F(r) = sinar-i-rcosa/', 4/(/')=:/;, 



D’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES, ETC. 


389 


on tirera de la formule (io6), pour toutes les valeurs de x renfermees 
entre les limites x — — a, x — a. 


(112) 

P 5 cos r 42? 

^ ((sinar -{- r cosar)) 

(i i3) 

P Z^sinro? 

((sinar 4 - r cos ar)) 


et par consequent on pourra aux equations ( 83 ) et (99) substituer les 
deux suivantes 

, P / I ,\ cosr^ 

(iii) cossx = (smas s cosas) } \-b]jr—. 

wo V — r y ((sm«/’-{~rcosar)) 

^ c- f i A sinr^ 

(, , 5 ) sin ( sin . cos «.) ^ (^— + bj ^ ^ eosar)) ’ 


on, ce qui revient au meme, les formules 


( 116 ) cos 5 ii?=: (sina^ -H 5 COsas 

( 117 ) sin 6*^ = (sin as -I- 5 cos 


>S[(r^ 
>S[(: 


COS 


s— r 


(a + r)cosar 
sinr^ 


rx 1 

r — ar sin arj’ 

]■ 


(a + r) cos ar — ar sin ar 


dans lesquelles les sommes indiquees par le signe § doivent etre eten- 
dues a toutes les racines de I’equation (81). Si Ton posait, au con- 
traire, 

F(/') = e"'*— 2 cosar-+ e-®'", 

alors, en designant par a, ^ des constantes quelconques, et prenant 
pour ip(r) une fonction entiere des monomes 

^ r, cosot/’, cos (3 7-, 

on tirerait de la formule (106), pour des valeurs quelconques de x, 

p 47(7-) cos 7 - ^ 

((«“'■* — 2 cosa7-^-l- )) ’ 

^ 4;(r)si nrg 

( 1 * 9 ) (-.-((e"’— 2COsa7‘^-4- 6-“'")) 

et par consequent on pourrait, sans alterer les equations (88) et(io2). 
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ajouter a leurs seconds membres les residas (;omj)ris dans les for- 
mules (iiS) ct (ri9). Si, pour fixer les idees, on suppose '|^(/•) ~~ r, 
la formiile (ii8) donncra 





cos 



(•OS N./' 



la formule de N etant deterrairuic par INujualion (90). 
Prenons enfin 


cc, designant deux conslantes positivois. Aloi’s, (‘ii suj)posan(. (oujours 
que '-|((r) represente unc fonction ontiere des moiK'inies 

r, (‘oaocr, cos ( 3 /-, 

on tirera de la formule (106), pour toutes les valeors r(H!llcs do ./• 
comprises entro les limites ct, h- ci, et pour des valours (luelconques 
dej. 

(, 2 iV p coary 

((«“'■“ — a cos -h « -'"*)) “ " '*■ 

Par consequent I’equation (io 5 ) pourra etrc remplacee par la formule 
( f 22 ) ( e-'--* + e- ) cos.vj 3: ( -- a cos bs‘ H- e-“*“ ) (' I a, ( /• ) ) rose r 

''' . ■■ " O, cos 

En termiuant cot Article, nous ferons rcmaniuer (jue, dans le eas 
oil plusieurs des racines /•,, n, r,„ ... do requation (,^) deviennent 
egales entre dies, le developpernent do la fonction 

S{x,y, 

ddluit d’une des formules (sG), (27). (109) on (. 10), renferme, non 


IGC 



391 


D’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES, ETC. 
seulement les fonctions de meme espece 

f • • • ) ^’l)> f (‘®I J'j • • • > ^2)1 f (^, JK? • • • > • • • ’ 


mais encore les valeurs que prennent quelques-unes des fonctions de- 
rivees 

(, 23 ) 

quand on y substitue les valeurs de r qui representent des racines 
egales de I’equalion (5). Telle est la raison pour laquelle les develop- 
pements des fonctions 

cossa:, sin^^, 


fournis paries equations (5o), (5i), (53), (66), (87), (102), (io3), 
renfcnnent, non seulement des fonctions de meme espece, c’est-a-dire 
des exponentielles, des cosinus, ou des sinus de la forme 


cos r 00, sinr^r, 


mais encore des termes proportionnelsa quelques-unes des puissances 
entieres de la variable cc. En effet, ces puissances presentent, au signe 
pres, ce que deviennent quelques-unes des derivees de e'"", de cosra?, 
ou de sin rx, quand on y pose r = o. 

Au reste, lorsque I’equation (5) a des racines egales, et qu en vertu 
de cette egalite certains termes du developpement de f(x,y,...,s) 
prennent des formes particulieres, on pent aisement les ramener a la 
forme generale, en faisant entrer dans leur composition des quantites 
infiniment petites. En effet, les valeurs des fonctions (i23) correspon- 
dantes a une valeur donnee r, de la variable r peuvent etre remplacees 
par les polyndmes 


-4- e) — - • • •> ^i)' 


.. .,ri-4-2£) 


— rj-h£) -+- •• •>'!)> 
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dans lesquels s designe un nombn; infinimenl pntit, cf (duxuin des 
termes contenus dans ces polynonnvs ost simploini-nl [jroportionind a 
une certaiiifi valeur de la f'onotion 

. . .,r). 

Dans d’autres Articles, nous ferons voir ooininent, a I’aide des prin- 
cipes ci-dessus etahlis, on pout devadoppctr diki Idnetion (fuelconqne 
en series d’exponentiellos, do sinus, do cosinus, <!t(;. 



SUR 


LES resides des fonctions 

EXPRIMEES 

PAR DES INTE&RALES DEFINIES. 


Le residu integral d’une fonction /(r) de la variable r pent etre faci- 
lement determine, dans un grand nombre de cas, a I’aide du theo- 
reme III de la page Sao, c’est-a-dire a I’aide de I’equation 

(I) ^£((/(/-))) = ^, 

dans laquelle § designe la valeur du produit 

correspondante a des valeurs infinies reelles on imaginaires de cette 
variable. De plus, comme I’expression ( 2 ) n’est pas alteree quand 
on y remplace r par — r, les valeurs infinies dont il est ici question 
pourront etre choisies de telle maniere que leurs parties reelles soient 
positives. Done, si Ton suppose • 

(•3^ r r=: p (cost - h — I sinr), 

p designant le module de r, et t un arc reel, il suffira, pour trouver S, 
d’attribuer au module p des valeurs infinies, et a I’arc ^ des valeurs 

comprises entre leslimites — 

Concevons maintenant que/(r) renferme, avec la variable r, d’autres 

5o 
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variables independantes, x,y,...,elsG presentc sous la forme 

/■) 


( 4 ) 
ou 

(5) 


/(>■) 


/(r) 


F(/-) 

©(/■) ('(■«, J, 

F(r) ■ = 


s(r), {(x, r), i(oc,y, . ..,r) designant des fonctions qui rcstent finies 
pour toutes les valeurs finies de r. .f se changcra en unc certaino fonc- 

tion ou #(.r, 7 , ...) des variables x, y, et I’equation (i) 
donnera 


( 6 ) 

OU 

( 7 ) 


o 


((F(r))) 


r) f (x,y, _ j . 

((F(/-)l) ...). 


Or, parmi les applications que I’on pent laire des deux formules qui 
precedent, on doit principalement remarquer cellos que nous allons 

obtenir en remplapant les fonctions f(^, r), %■, j r) par des inte- 

grales definies. 

^ Supposons d’abord que I’on attribue ii la variable * une valour 
reelle qui surpasse une quantite designee para?,,, en sorte qu’on ait 

et prenons d’ailleurs 

( 9 ) {ia:,r) = f 

f(p.) designant une fonction qui reste finie entre les limites de I’inte- 
gration. On tirera de la formule (4) 


( 10 ) 
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et par suite I’expression (2) deviendra 


(i j) 


' ^(^ 1 ) r 

“F(r) 1 




2 F(-n 1 




Concevons a present que, pour des valeurs infmies de r dont la partie 
reelle soit positive, le produit 


(.2) 


|r— r f 
1 .. 




se reduise a zero, et le rapport 


(i3) 


F(-/-) 


a la constantc c. II cst clair que ces memes valeurs reduiront la diffe- 
rence (ii) au produit 

(r4) 


Effectivement, pour demontrer cette assertion, il suffit d’observer que, 
si, dans I’integrale 

(if)) r f f(f/.) djj; 


on substitue lavaleur do r tiree de I’equation ( 3 ), en attribuant au 
module p unc valour tres considerable, puis a I’arc 'z une valeur com- 
prise entre les limites — et faisant de plus 


(r(i) x — ij. = ss 

on trouvera sensiblement 




f{n) dn = (cost h- \/—i Sint) f(a;) / dz 

= (cost sinT) fix) fe-^ dz. 
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ou, ce qui revient au meme, 


(>7) 

Cela pose, on aura 

(i8) 

et la formule (6) clonnera 


^ (’(fjt) d[x tz: 

^ 3L \ 


(19) 


L 


f{r)j 


Ajoutons que, en vertu du theoreme III do la page 320 , 1 ’eqiiatiou (19) 
continuera de subsister, si, pour des valeurs infiniment grandes, rnais 
coiivenableinent choisies, du module p do la variable /■, et pour (l((s 
valeurs positives de cost, I’expression (12) et la differeiKu' 


(20) 


?(— r ) 
F(-r) 


restent toujours finies ou infiniment petites, mais linies seuleirumt dans 
le voisinage de certaines valeurs particulieres du quotient-- Remar- 

quons enfin que, si Ton designe par deux quantites e.onipris(-s 
entre les limites a;, on pourra disposer de ces quantiles de maniiu’e 
a verifier les equations 

eP(^-W™»^cos[p(^- - IX) Sint] |’(p) d\x 

= f(li) J 


eP(x «^.)°°°^co s[p(a; — a;,)smr — t] — 

u 




X X 

eP(x-(.)mTsin[p(^_ ('(pt) dp. 

"-0 

pX 

= - X,) sinr - t 1 siiir , , 


r( 4 ). 
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et par consequent de maniere a verifier la formule 


(ai) 


f |’(p.) diJ. 

•J.r„ 

cos[p(a; — a;,,) sinr — t] • 


• COST 


f(2i) 
r 

_l_ sin [p{x — x^) sinr — t] + sinT 

P 




d’ou il est aise de conclure que, pour des valeurs positives de cos-r, 
I’expression (12) sera finie ou infiniment petite, lorsque le produit 


(aa) 


9 (^) 

F(r) 


gHas-x,) 


sera lui-meme fmi ou infiniment petit. On pent done enoncer la propo- 
sition suivante : 

TintonfiME I. — Soient 9(1*) et (’(p.) des fonctions de r et de qui 
demeurenl firdes, la premiire pour toutes les valeurs finies de r, et la 
seconde pour les valeurs de p. comprises entre les limites 

p. = p = a; > «„. 


Soient, de plus, c une constante determinee, F(r) une fonctionquelconque 
de la variable r, et p Ic module de cette variable, en sorte quon ait 

r = p (cos T sinr). 

Si, pour des valeurs de p infiniment grandes, mais comenablement choi- 
sies, et pour des valeurs positives de cost, les expressions 


(20) 

(22) 


9 (— 

F(-r) 




?lil grlx-x,) 
F(r) 


restent toujours finies ou infiniment petites, et finies seulement dans le voi- 



398 


SUR LES RESIDES DES FONCTIONS 
sinage de certaines valeurs particuUeres de cos-t, on aura 


(19) 


i "“((F(0)) 


c ({x). 


pourm que I’ on reduise le residu integral 

tf{r) f (’(fjt) 

P dx„ ^ 

O ((F(/-))) 

a sa valeur principale. 

Nota. — Si Ton supposait precisement a? = .r(,, le premier mcrnhre 
de la formule (19) s’evanouirait et, par consequent, cctte formul(! 
deviendrait inexacte. Ajoutonsque, si les conditions enoncees dans h; 
theoreme I sont remplies seulernent pour des valeurs de x renlermees 
entre certaines limites, la formule (19) nedevra pas etre eteiulue liors 
de ces limites. 


Exemples. — Soient 

F(r) I et — 

a designant une quantite positive. Le rapport 

?(— r) __ I. 

F( — r) ' I — e""'" 

se reduirageneralement a la quantity — i pour les valeurs inlinies de r 
dont la partie reelle sera positive ; et, si Ton pose en consequence 
c = — I, les expressions (20) et (22) deviendront respectivement 


I _ e-«>- e"’’— t ’ 

e*' — I ‘ 


( 23 ) 

(24) 


Or, il est facile de reconnaitre que, si Ton attribue au module p de la 
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variable /’ une valeur infiniment grande prise dans la serie 

/„t;\ 77 ^ 

( 35 ) 


et ii cost: unc valeur positive, en supposant d’ailleurs la variable ^ 
renfermee entre les limites a?„, + a, chacune des expressions (aS), 

(24) sera toujours finie ou infiniment petite, et fmie seulement dans 
le voisinage des valeurs de t determinees par la formule cosc^o. 
Done, cn vertu de I’equation (19), on aura, pour toutes les valeurs 
de X comprises entre les limites a;,, x^-\-a. 


(36) 


C qHx-v.) j'l 

.1'^, 




i)) 


ou, ce qui revient au meme, 


(37) 




= ;fW, 


27 t(a; — 13 ) 


2 r“\_4n;(.cc — |j.) 


;/ 


COS- 




puis, en faisant, pour plus de commodite, 

2 Tt(x— p.) __ 


on trouvera 


2 7 T(.r — .Tnl 


(28) 






av 

2TC 


dv 


-f 


27rt.r— jTn) 


COSV f X 


21 T 


dv 


27Cf.r — ,r„) 


A- I COS2vf(a; — — Wv + .... 

Jo V 

Si, dans Tequation (27), on pose Xo = o, a = 211, on aura siinplement 


(39) 




ijT ({x—v)dvA-J'^ cosvf{x — v)dv 
- j" COS2V f(a: — v) c?y 4-jf cos3v f(a? — v) t^y ■ 
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puis, en prenant f(a7) = i, on obtienclra I’equation conruio 
(3o) - = — sin^s; H- -sina^r -1- -^sinSa' 4- 

^ ^ 2 2 2 O 

Si Ton posait, au contraire, 

(’(a?)=:COSa: on ”SUl.r, 

on trouverait succcssivement 

/ TT as l . 2 . 3 . 4 . , 

i -cosa;= - cos« -t-jsmasH ^sma.'rH ySina.r ■+■ T;-rSui4'5i' 

I 2 2 4 1.3 2.4 3.5 

{3i) 1 

It:. X . II I 1 „ • , 

[ -sina: — — sina: H H 7 cosa? tr cos 2 a? r cos3.i; — 77-? cos4a' — . . . . 

I 2 2 a 4 1.3 2.4 3.5 

Les fomules (29), (3o) et (3i), dont la scconde entraine les deux 
dernibres, exigent que la variable x restc comprise cntre les limite.s o 
et 2u. Elies deviendraient inexactcs si Ton supposait preciseinent 
aj = o. 

Soient encore 

F(/') = c“’'— /•, 9 (/•) = /•, 

a designant une quantite positive. Si Ton attribue a la variable /■ des 
valeurs infmies qui offrent une partie reelle positive, et restent sen- 
siblement distinctes des racines de I’equation 

(32) e«'’=r, 

puis k la variable a;' une valeur reelle comprise entre les limites x„, 

Xa -1- a, le rapport 

?(— _ I 

1 ? / \ ^ 


se reduira generalement a la constante c = ■— i , tandiwS que les expres- 
sions (20) et (22), savoir, 



re^'(x-x^) 


(34) 


r 
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seront toujours fmies ou infiniment petites, et finies seulement dans 
le voisinage des valeurs de t qui correspondront aux racines de I’equa- 
tion (32). Done, en vertu de I’equation (rg), on aura, pour toutes les 
valeurs de a? renferinees entre les liinitesa; = ^„, ^ = ^ + a, 


(35) 


r 

O 


■^‘n 

((«“'•- /• )) 



ou, ce qui revient au meme, 


(36) 


i l’(aj) = 1 ^ r (-(f.) d^J. 


le signe ^ devant etre etendu a toutes les racines de I’equation ( 32 ). 
Si Ton prenait 

F(/') = e“''-/-, ,p(/-) = 6 + ;', 

/) designant une nouvelle constante, les conditions enoncees dans le 
theoieixic I scraient toujours remplies, et I’on tirerait de la fornaule ( 19 ), 
pour tou tes les valeurs do x renfermees entre les limites x^, x + a. 


(37) 


(/;-!-/•) f |’(fj(,) 

r ;l£i_ I 


((«“'•-/■)) 


:: 


11 suit de I’equation ( 87 ) que I’expression 


(38) 


I 


{b -h?') f (’( ix)d^ 


a une valeur independante de la constante ce qui tienta ce qu’on a 
generalement 

/ f(fi) Jfx 


(39) 

Soient enfm 


r 


r= O. 


F(r) = 2 ^/* + 

OEmres de C, — S. II, t. VII. 




5i 
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a, b designant deux constantes positives. Alors le theoreme 1 don- 
neraj poui' toutes les valeurs dc co comprises eiitre les limites .x 

X X '1 Cl, 

e-arj f(f^) 

(4o) O' (( e'"'— 2 br H- e-“'’ )) 



ne subsisterait plus que pour des valeurs de x renfermees entre les 
limites x = x„, x = x^-h a. 

Concevons maintenant que Ton attribuc a la variable x uno valeur 
particuliere qui soit inferieure a une certaine quantile X, en sorte 
qu’on ait 

(43) ^<X. 


Alors, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons fait 
usage pour demontrer le theoreme I, on etablira sans difficulte la pro- 
position suivante : 

Theoreme II. — Soient ip(/’) et f((/.) des fonctioris de r et de [x (fit 
demeurent finies, la premUre pour toutes les valeurs Jinies de r, el la 
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seconde pour les valeurs de p. comprises entre les limites 


[J.= X, IJL = X>X. 

Soil de plus C une conslante determinee, F(r) une fonction quelconque de 
la variable r, el p le module de cette variable, en sorte qiion ait 

r = p(cosT + sin-r). 

iSV, pour des valeurs de p infiniment grandes, mais convenablemenl choi- 
sies, el pour des valeurs positives de cost, les expressions 


( 44 ) 

( 45 ) 


V{—r) 


restent loujours finies ou infiniment petites, et finies seulement dans le voi- 
sinage de certaines valeurs particulieres de cost, on aura 


m 


cp(r) ^ dp. 


‘((F(r))) 


= -Cf(^), 


pourvu que I’ on reduise le residu integral 

9(/-) r ((p) dp 
o ((F(/-))) 

d sa valeur principale. 

Si Ton supposait precisement a; = X, le premier membre de la for- 
mule (46) se reduirait a zero, et par consequent cette formule devien- 
drait inexacte. Ajoutons que, si les conditions enoncees dans le theo- 
reme 11 sont remplies seulement pour des valeurs de x renfermees 
entre certaines limites, la formule (46) ne devra pas etre etendue hors 
de ces limites. 


Exemples. — Si Ton prend 
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a designant une quantite positive, alors, on atti-ibuant a /■ do tres 
grandes valeurs dont la partie reclle soit positive, on trouvoira scnsi- 
blement 

cp(/’) r 

P I I — ^ • 


Par suite, on prendra C = i, etl’on lirera dn thoorbme II, pour toutes 
les valeurs de x comprises entrc les limitos x = X — x — X, 


(47) 






((e'-'-i)) 




ou, ce qui rcvient au memo, 


( 48 ) 


i f(*) = ; /'‘rCMXif* + 2 jT'cos iXrt 


puis, en faisant, pour plus de commodite. 


27r(p. — 

a 

on Irouvera 


2X( X-.r) 


= “ r(-+f2)</v 


( 49 ) 


Soit encore 


27r(X~.r) 


-/ “ 


cosv f( .%• + (Hi ) rfv 
2 7r/ 


S7r(X— .r) 

C0S2vf^a:4- 


a designant une constante positive. Alors, si Ton prend 
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on tirera de la forniule (46), pour toutes les valeurs de a? renfermees 
entre les liinites x — X — a, x = 


(5o) 

Soil enfin 
Alors, cn prenant 



on trouvera, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les 
liinites x = X — 2 a, x = X, 


(5>) 


Qar r ({fl) dp, 

i'' 

(( 2 hr "h )) 




dont chacune ne subsistera plus que pour des valeurs de x renfermees 

entre les liinites x = X — a, x — X. 

On peut encore deduire des theoremes I et II une pi’oposition qui 
merite d’etre remarquee, et que nous allons faire connaitre. 

TaiiiORiiME III. - Soient Y{r) et f('a7) deux fonctions de r et de x qui 
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dejneurcnt Jinies, let ’pninicre pour toulas Ics vnlc‘unji/n('}i <li( luodulr p de 
la variable r, la seconde pour toules les vakurs rtkllcx dc a- reiifermees 
enlre ks llmites x = x==:X> .r„. Concew/s, rn outre, que la Jonc- 

lion F(r) puisse Ure parlagee en data- aulres <p{r). x(/-) qul demeureril 
finks elles-mdmes avee la variahk r, de telle, sorte que. pour des valeurs 
de r infiniment grandes, mais dont les modules soient eo/iveuableme/it 
choisis, et dont ks parties reelks soient positives, eltaeun des rapports 


( 54 ) 

( 55 ) 


cpC-^') 


x(^''i 

K(,:j 


resle toujours fiini ou infiinimenl petit, et find seukment dans le voisinage 
de certaines valeurs particulkres du quotient • Knfin supposons eliacune 
des quantites cCa,X, ouplutot la difference X -- .r,, choisie de maniere que 
les conditions ci-dessus dnoncees ne cessent pas d’etre remplies quand. aux 
rapports (54) et (S5), on substitue les produits de ces rapports par I’e.r- 
ponentielk 

Qf’i X — U't) 1^ 


e’est-d-dire ks deux expressions 


( 56 ) 

(5?) 


9 (- 

I^- 




»/• ( X ( 


x(^ ) grlX — .r'li) 

E(r) 


Alors on tromera, pour toutes ks valeurs de x comprises entre ks 
limites x^, X, 


( 58 ) 


(f{r)J' f(ix)d[x 




ou, ce qui revient au mime. 


f(^)=-<C 




((E(0 ))” 


(59) 
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pouivu qm I on reduise le residu integral renferme dans I’ equation (58) 
on (59) d sa valeur principale. 

Demonstration. — Si les conditions enoncees dans le theoreme Hi 
se trouvent reinplies, et que I’on attribue a la variable r des valeurs 
infiniment grandes, mais dont les modules soient convenablenient 
cboisis, 6t dont les parties reelles soient positives, non seulement Jes 
expressions (56), (67), et, a plus forte raison, les deux produifs 

(60) grlX-^l 

h (— r) 

(60 

soront toujours finis ou infiniment petits, et finis seulement dans le 
voisinage de certaines valeurs particulieres du quotient p mais on 
pourra encore en dire autant des dilferences 


(62) 

( 63 ) 


£(£) 

F(r) 


puisque, on vertu do I’equation identique 
(64) ^.(/•)-Hx('-) = F(r), 

ces differences sont 4quivalentes, au signe pres, la premiere a la frac- 
tion (55), la seconde a la fraction (54). Par suite, le theoreme I four- 
nira I’equation 


( 65 ) 


I 


X{r) / 

'"“((F (/•))) 



tandis que le tlieorbme II donnera 


fir)f f(p) 

^ "((F(0)) 


1 

2 


f(a;). 


( 66 ) 
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De plus, commc la foriniilu ((>4) p(U‘in('l di'. reiiifihuu'r, dans Irs (mhui- 
tions (65) cl: ( 66 ), x,(/') par F(/') “ siiiiplcnicnt par 

~o(r), et ©(/•) par l‘XO — /,('■)’ sinipUMiKuit par /(/■), 

on trouvera encore 


( 67 ) 

ct 

9(r) 

r 

r f/tj, 

•»'o 



(08) 

l(r) 

r _i 

,T 

0 

((F(d)) 


Si maintenant on coml)ino entre dies, par voie d’additioii : i" hs Ibr- 
miiles ( 66 ) et ( 67 ); les formulcs (65) c(. ( 68 ), on oliticnidra preei- 
sement les equations (58) et( 5 ()). 

.Yota. — II est bon (robs(u*vor ([in', en ('palant ;i z(>ro les I'aji- 
ports (54) et (55), on obtiendra les deux (brnmif^s 


desquelles on tirera 


x(- 


<p(- 


■r) 

■r) 


I 



xi— f) 
9 (-7) 


= X oil, ce qui revient au nubue. 


( 69 ) 

et 


ftlLl 

’%(“ rj 


0 


( 70 ) 


y(r ) _ I _ 
x(F) ■“ <5‘ 


Dememe, en (jgalant a zero les rapports (56) et ( 57 ), 
les equations 

(X~.ro) ^/’(X-.rd 


9 (- /■ 


I “*f" 


fic) 

X(r) 


= 0 , 


on obtiendra 


que Ton pourra presenter sous les formes 


9(-'-) “o’ 


%('■) 


I 
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et desquelles on tircra, en attribuant a r des valours dont les parties 
roollos rostcnt positives, 


<?(-'■) 


Oil, CO qui rcvient au ineme, 

( 71 ) ^^ 7 — — e~ — o 

x(— '■) 
ot 

(73) -■ 

V/ o 

(iela pose, pour satisfaire aux conditions enoncees dans letheor'eme III, 
il faudra evidcmmcnt decomposer /(r) en deux fonctions telles que le 
rapport do la promifere ii la seconde, savoir 


devienne gdnoralement, pour des valeurs infinies de la variable r, inti- 
niinont grand ou infinimcnt petit, suivant que la partie reelle de cette 
variable sera positive on negative, et choisir ensuite la difference X-a?„, 
do maniere que Texpression 

(jfO ’ . 

<5’est-a-dirc, le rapport (78) multiplie par I’exponentielle 
jouisse encore do la memo propriete. 

Exemples. — Soit d’abord 

F(r) = e“'’— I, 

a designant une constante positive. Si Ton prend, dans ce cas. 




le rapport 


OEuvres de C* — S. U, t. VII. 
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dovieiuli'a, poui‘ (Icsvaleurs iiifiiiios do la vanal)lo r, intiiruiiont }<i'and, 
on infinimont pcf.it, siiivaiil (jiio la pai'lio rdidh* d(' /• sora posilivo on 
negative; et, pourqiK^ l(! prodiiif 

r(X .r,,! _ /,r:,i X i i’„i 


jouisse encore de la meine propriete, il s(>ra dvidi'ininotil ndeessaire 
([lie la ditrercnce X — .j:-,, reste inferieure a la eonstaiifo a, c’<'st-a-dir(>, 
quo la quantile X, Kuperieure a .v^, rosti*. in(eri(uii‘e a la liuiite .r„ h ■ a. 

D’aillcurs, il cst facile d(^ s’assurer qu(', si Ton pnuid 1 , 

®(r) = 6“'', )(_('■•) = — I , X > x„ ct < .r„ -1- a, los conditiotis dnoncei's 
dans le theoreme 111 seront toutos reuiplics. Alors, vn oHot, los oxpja'.s- 
sions ( 54 ). ('jS), (.)6), ( 57 ) s’dvanouiront pour dos valours infinios 
de la variable r, taut que la partio roclle do c(^tt(^ variable, dtant posi- 
tive, ne deviendra pas sensibloinont ogalo a zero; et, quand cot to partio 
reelle diflerera tres peu de zero, it sufllra, pour qiu' los induios (expres- 
sions conservent dcs valours linios, d’atiribuor au luoduio d(‘ /■ dos 
valeurs infmiment grandes prises dans la scudo (s’) ). Done, on vortu 
dll theoreme III etdes formulos (fiB), (op), on aura, onlri; h^s limitixs 
X — Xf,, a? = X < x„ -+- a, 


( 75 ) 




•l- 




U6-'< 


I)) 


ou, ce qui revient au meine. 


(76) 




r 


Si Ton developpe les seconds membres de cos dernieres formulos, on 
obtiendra la suivante 


(77) 


-.If 


„ 4'rc(.z; — u) ,, , , 

cos -.-V 
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puis, en posant = o, X = a = on retrouvera une equation que 
M. Fourier a donnee dans son premier Memoire sur la Theorie de la 
elialeur, savoir 


(78) 


:((.T)--r-- / |'(p.) -h / COs(,a^ — fji) |■(|Jr) 

*"'^0 J 0 

r-^ 

+J (;0S2(.j:- — p)|'(p)f/^+ / cos3(.r — + 

*•' 0 t/p 


Soit encore 


F{r)=ze'‘-’+i. ■ 


x\.lors, en prenant. cp(/-) =««'•, y^(r) = i, on tirera des formulas ( 5 H) 
et (Sq), pour les valours de .x comprises entre les limites 

;X- X "*f“ (If 

(>ar f ^ C 

___ r ^‘0 


(79) 


_ r ■*'“ 

((«“'■+ 1 )) 


ou, ce (pii rcvient au ineine, 

~ F-) iu .r.. I T' F) 


(80) 


|'(.■r) = 


/ I ’ ^ f 

/A’o *^.ro 


cos — 




-f cos "- - —;; 


puis, on posant a:-,, = o, X = a = ir, ou bien = 0, X = a = 2-, on 
obtiendra les deux equations 


( 8 .) 


( 8 '.) 


I H (’(.t) trr / cosix — p.)\'{jj.) dlJ.+ f COS 3 (ar — /x) (’( [x) c//i 

I ^ lu/o «/0 

H- / C0S5(^ — fx) f(ft) 

Jq 

./(I ^0 

o(x — p.) . , , . 

+ / cos-X--— — 
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De memo, si Ton supposait 

F( /■) r-v e'"’— 

a designantuno constante reclle, alors, on pi‘(man(.9(/-) r '"'"i / ('■) - 
on troiiverait, pour les valours doa; oornprisos (iiUro I(>,s limiios 

*‘ = X<a7„ + «, " 


( 83 ) 


r(.^o = ^r- 


‘‘■f 




( 84 ) 


ou, ce qui revient au memo, 

(^ette derniorc formule continue de subsister dans lo cas on Ton rom- 

place la constante reelle a par une constanK^ iiuaginairo a f 3 v/'”-’ i, 

a, P designantdeux quantites reelJes, et se divise alors ('u <l(>iix eairi- 
tions, savoir * 

- ({x) = if cos p {.V - [x) |■(/x) dix 

X(i 

-f^) cos 


( 85 ) 


-/■ 




et 


( 86 ) 


X 

0 = 1 J 

Xq 

si„ P (. - f.) „«« n 5.) rf,. 
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Soit maintenant 

¥{r) = e"—i. 

Alors, si I’on prend 9 (r) = e-, y(r) = -r,\e rapport 


deviendra, pour des valeurs infmies de la variable r, infiniment grand 
oil infiniment petit, suivant que la partie reelle de r sera positive ou 
negative; et, pour quo le produit 

~A) g-r(X-x,) — _ i 

%{'■) r 


jouisse encore de la meme propriete, il sera necessaire que la quan- 
tite X, superieure a reste inferieure AXa+-a. D’ailleurs il est aise 
de s’assurer que, si Ton suppose 9 ( 7 ') = e“'', jr (r) = — r, X — a;„>o 
et < a, toutes les conditions enoncees dans le theoreme III seront 
remplies. Done, en vertu des formules (58) et (5g), on aura, pour les 
valeurs de x renfermees entre les limites x = x = + a. 


(87) 


fix): 


■I- 


u- r ercx-(j.) 




rf e'’f 

. f '^■r„ 


OU, CO qui revient au meme, 

( 88 ) |’(a:0 = i jf f ( fx) , 


le signe § (levant etre etendu a toutes les racines de I’equation (Sa). 
Supposons encore 

F(/') = e®'"— 2 br + e-", 

aatb diisignant deux constantes positives. Alors, en prenant 


<p(r) = e“'’ — br, — br, 

on tirera de la formule (58), pour des valeurs de x comprises entre 
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les 1 ‘unites x = x ==:X <C -f- a. 


( e"'' —ir)J |’( '^ ) c//J. 

( 89 ) + 1 ’”"'')) 

et de la fonmile (09) 

I |’(/j.) ^/p. 

( 90 ) 

Si, dans la meme hypothese, on prenait 

9 ( /■) = e«'' -I- o£ 4 - (3 /•, x ( '' ) — ^ ~~ ( P ■ '•>. Ii ) r, 

a, ^ designant deux constantes arbitvaircs, la Ibrinuh' (r) 8 ) donuevait 

( 9 ') t’(^') 


(^QCtr ^ 


+ ^r)f e/' 


(a-lW 




la valeur de x devant toujours etre renfermee entre les limiters 
vP = X a?!) + u. 

Aux applications que nous venons de faire des tbrnuiles (nS) et ( 69 ) 
on pourraiten ajouter un grand nombre d’autres. Ainsi, par ex(*in|»le, 
si Ton designe par a une quantite positive, par b, A, B des coustanlt's 
quelconques, et par f(7’), f|(r) des Ibnctions entieres de r, on tinu'a 
de la formule (58), pour des valeurs dea; comprises entre les liinitc's 
x = x^, .CP = X<( if,, H-a, 


(92) 


f(^) =/ 


€«'■{{/■) f f(p) c/p 



((e7w-7(V.j ’ 


et, pour des valeurs de x comprises entre les liniites ,»■- 
a; = X < cPo -I- 2 a, 

e«’-ii{r)J' |’(p) f/p 


•r,. 


( 93 ) 


ff.x'') = r - I®' - 

O (( e«'-l‘(r) -he~«'-f,(/-) )) 
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e‘‘'-t{r)J' dp. 


^ 94 ) 


(95) 

!’(*■)=<£ 

( 9 ^^ ) 

l'(-r) = )' 



(97) 

fM = i 


o ((e«»’ !■(/.)_ f ’ 


A -h /•) (B + r) e’-<*-W f{p) dip 


(e«''cosZ>r — i) T ({p)dp 

' 

(((e“''+e-“'-) cos6r— 2 )) ’ 

(e“'' cosi/- 4- 0 r f(p,) t/in 

*^-^0 

(( cos br -H 2 )) ^ 


m 


('fts diverses tdrraules sont fort utiles dans la solution des probleines 
cle Physique mathematique, surtout quand elles sont combinees avec 
cellos qui se dcduisentde la proposition suivante : 

'rinioiiftME IV. — Soient <s^(oc,r') et f(p.) deux fonctions de x, r el p., 
(/ui dcmeurenl finies, la premiere pour loules les valeurs de x el de r, la 
seconde pour loules les valeurs de [/. comprises enlre les limiles p. =iZ‘„, 
Soient de plus F(/*) une fonction quelconque de la va- 
riable r, et p le module de cetle variable. Si, pour des valeurs infinimenl 
grandes, mais corwenablernent choisies, da module p, chacun des produils 


( 98 ) 


(99) 


F(/-) 


9 (a;,r) 

F(r) 


e 


-rX 


reste loujours fini ou infinimenl petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particuliires du quotient on aura 
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pourvu que Von reduise le residu integral 

fd^) 

I' dn _ ^ 

((E(''))) 

a sa valeur principale. 

Demonstration. — La valeur generalo de r pouvaiU clro (‘xpri nu'u!, a 
I’aide du module p et d’un arc reel par uiic equation do la Ibrnio 

/• = p (cost + v/— I sinr), 

on trouvera, par un calcul semblable a colui dual nous nous sonuiK's 
servis pour etablir la forrnule (ai), 


„x _ 

/ i’(pi) d[j.=: e-P ««t) |j. 

^ Xn 


(lOl) 


e-pa:„fo»Tf.os(T p.r„ Kinr) — cosfT p X sIiit) 

p ' “K^i) 


^.~px„cosT giu(^ sinr) — 4- pX sinr) 




iadesignant deux quantites comprises entro les litnites .r,,, X ; puis 
on en conclura 


(105) 


r 




F(;-j 

~ isin(TH-pa;ftSmT)][l’($i)c(is(T i-p.r„s'mT) \/-~> (’($s)sii>d+p>*ciSim:)] 

O {,5? 7*') — - 

~’FXry sind-f-pXsinT)] [f(|i)cos(T-i-pX8in'T:)— v/- -t f(?s)sin('c4-pXsinT)]. 


Cela pose, il est clair que, si les conditions enoncees dans lo theo- 
reme IV sont remplies, le produit 


(io3) 


^{,x,r)f e-’-v- dix 


F(e) 


restera toujours fini ou infiniment petit pour do tr<>s graiides valours 
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(111 modules p de la variable /•, et fini seulement dans le voisinage de 

certaincs valours particulieres du quotient -• Par suite, le theoreme II 

P 

do la page ontraiaera la formule (loo). 

Nolci^ "™- Si los conditions enoncees dans le theoreme IV se trouveiit 
romplios seulement pour les valeurs de x comprises entre certaines 
limites, par eicemple entre les limites = a; = X, la formule (too) 
no devra pas etre etendue hors de ces limites. ^ 

Excmples. — Soient d’abord 

F(/') = -• i{b — r) 

(‘.t 

(p{x, r) = 

a ddsignant une quantite positive, h une constante quelconque, et 
f‘( 7 ') une fonction entiere de r. Alors, si Ton suppose la variable .%■ ren- 
f(U'm(Jie entre les limites x^, X et X — les expressions 

cf{x,_r) _.,.x _ 

F^/') ^ — /-j 


rernpliront evidemment les conditions enoncees dans le theoreme IV. 
Done, on vertu de ce theoreme, on aura, entre les limites x = Xa, 
X X x^^ “f- (i, 

( ' '’ 4 ) t £. g7,r f(7) _ ea(A-o {(^0 — /•) )) ~ 

Si I’on combine cette dernibre equation avec la formule (94) par voie 
d’addition ou de soustraction, on ohtiendra les deux suivantes : 


( I o:> ) t ( .r ) ^ f (/■) — f{b — r ) )) ’ 

f(l’) f(fJt) otfi 


(loG) (’(■*-')=£,- 

^ OHuvres de C. — S. U, t. VU. 


((e“'' f (;■) — i'{b--r))) 


53 
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Si, pour fixer les idees, on prend 


/> = o, 

les equations (io5) et (loG) donneront 


X 






-0)) / 

e 


(107) 




— e ' 

r‘() 

41 

et , 





.X 




fiav 


f 

C'- 

rffX 

(108) 


= l 


* -nt 

) 

CD 

0 

0 

qui revient au meme. 






;■■■ f(i ) 

a 

(I 


09) 




71 (.r - .rr,>) , 

COS— ^ — — / cos 

a 


'iif'cm 


COS 




»x 


cos 


l’(fx) rfp. 


l’(p.)rffA-K 


et 


(no) 


r(^)= 


. nix — xo) 
sin -i 

a 


7r(fx — a-c) 




. 27r(^ — cTo) 

, sm — — ~ 


f 


puis, en posant = 0, X = <2, on en deduira les formulos eonnues 


/I =1—00 ® 

«=r — 00 ^ ® 


dan-s lesquelles le signe ^s’etend a toutes les valcurs entieres, posi- 
tivesv nulles ou negatives de n. Ces dcrniercs formulos, qui subsisLent 
pour les valeurs de oc renfermecs entre les limites x o, x~=u, pcu- 
ventetre employees avec avantage, la premiere dans la theorie des in- 
struments a vent et dans celle de la propagation des ondes a la surface 

# 
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d’un fluide que renfermerait un canal termine par deux plans perpen- 
diculaires a son axe, la seconde dans la theorie des cordes vibrantes. 
Si, dans les memes formules, on remplace la constante a par I’unite, 
on obtiendra deux equations qui pourront s’ecrire comme il suit 

(ti 3 ) 

(ifd) 

et dont la seconde a ete donnee par Lagrange dans le Tome III des 
anciens Uemoires de Turin. Si Ton suppose, au contraire, a = T., on 
trouvera, pour des yaleurs de x renfermees entre les limites o, r., 


1 n-cc j 

f{x)z=:J' f(fx) ^ COS/iTT^y COS nnp. clp. 5 

^ = i L 0 _ 


fix ) -'2 


n = ixi — j 

^ Sin tit: x.J" sinn 

n=zl ^ ® 


TTfx f(f4)<a 


(ii 5 ) 

•do 

(116) 



^ sixinxj^ sinn 


[xfiixJdiJ. 


Les deux equations precedentes sont contenues dans le Memoire deja 
cite do M. Fourier, pages 3 o 8 et 3 ii. Mais on doit observer que la pre- 
miere avait (§te donnee par Euler dans un Memoire qui porte la date du 
26 mai Jjyy, et qui se trouve imprime dans les iVbea Ada Academm 
Petropolitancs pour I’annee 1793. Quant k I’equation (116), on peut la 
deduire immediatement de la formule (ii 4 ) donnee par Lagrange, en 
rempla?ant, dans cette formule, la fonction f(x) par f(-Kx), et les va- 
riables a;, p. par les rapports On deduirait de meme les for- 

mules (ii i)et (i 12) des equations (ii 5 ) et (116), en rempla^ant la 
fonction f(x) par f (^). et les variables a;, p par les rapports — , ■ 

Remarquons enfin : 1° que, pour obtenir I’equation (116), il suffit de 
substituer la fonction f(x) k la fonction dkrivee f'(x) dans I’^ua- 
tion (i i5) differentiee par rapport k la variable a; et combmee avec la 
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I cosnp.f([j.)dix = -■ i I sin np-ii' ip.) dfx, 

cle laquelle on tire 

f cos np (ip) dp -- -- f sm/ip(\p)dp-, 

'-'o " J„ 


(”7) 


2 “ que, si Ton ajoute, mcmbro a momhro, los equations (i i:5) et (r itj), 
on obtiendra une autre equation comprise dans la formult^ ( 77 ).. 

Lorsque, dans les equations (no) et (u 6 ), on prend succcssive- 
ment f(a;) = i , = x, {'(x) ~~ x-, on on conclut, pnu r des va- 

leurs de x renfermees entre les limites o, tc. 


1 

(u 8 ) •; 

1 + 

et 


' . sin34&‘ 

sm^KfH 7 ^ -f. 

1 0 

(”9) 


j , sin3^ 

1 sinasH h 




7r(Tr — 2x) 

; , 


^ _ Tr(7r-^',>.£) ^TT.r y,.r“) 

"" 


sin Sir 


S’* 




TT 

'V 

r:x(Tt — x) 

' ~ 8 ’ 


On pourrait arriver aux memes resultats, en partant des formules ( 73 ) 

et ( 74 ) de la page 358. En effet, si Fon pose, dans cos formules. 

a = ic _ T,, on en tirera, pour des valours de .r; compristvs <mtre b's 
limites x o, = 27 c, 


P 7rcos (.x‘— 7t)G // 1 \\ 
^ siuTi J ^ 


(lao) 

cosiT-f- + 

22//t ^ 

0,0% [\ a- 
4Sm 

et 



( 121 ) 


sin 4 a.’ 




2 minz 


/ / ^ 


puis, en remplagant a? par aa;, on trouvera, pour des valeurs de 


.r ren- 
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fermecs entre les limifes o, -n, 


, ^ cosi>./r cos4‘X‘ cos6^‘ 

('2-0 -TJJJT- -+- -73Z77- +••••- 


et 


(123) 


l^u, 


sin'.>,,x' sin4«'' sin6a? 


L 


7rcos(2er — 7r)-g 
22 /w+i sin-ji^ 


i)) 


"h 




52//i+l 


p TT sin ( 2 ^ — tt): 


)■ 


Si iiiaintcnant on combine la formule (120) avec la formule (122), on 
la formule (t 2 i) avec la formule (i23), on obtiendra les suivantes 


(124) 

oos 3 X 

COS 5. 2? 

COS.i H 

52«1 


sin3,r 

s\n5x 

(123) 

s.n.r.+ 



-+■• . .=r7r^ 


cos {2X ■— 'k)z — 2-”^ COS {x — 11 ) Z 


' SJHTTjS 


sin3,r ^ sin5x P sin( 2 ^~' 7 r)G — 22 ^«+isin(^ — 71 ) 5 // 

’'o"*! ..Tir“i ‘ “'i~ • * • — ^ ^ :: — ^ — ~ i i 




• SinTT-: 


-=))■ 

((^)) 


qiii subsistout pour des valeurs do a; positives, mais inferieures a iz, et 
qui, etant developpees, reproduisent les equations (ii8) et (i 19). II 
est bon d’observer quo la premiere des equations (119) cesse d’etre 
exacto quand la variable oe devient precjsement equivalente a Tune 
des liinites o, -k. Mais, si, dans la meme formule, on attribue succes- 
sivement a ,t les deux valeurs on retrouvera deux equations don- 
noes par Leibnitz et par Euler, savoir 



Lorsque, dans les equations (tiS) et(ii6), on prend f(a;) = on 
cm conclut, pour des valeurs de cc comprises entre 0 et -lu, 


2 ^ 

(126) 

71 


/ r COS 2 ^ cos4 ^ 

\ 2 ,9^ 4” 5^ 4- 1 6 



7T 


cosx 

S^-hl 


cos 3^ 

4- 9 


cl: 


(127) 




- («*" +■• i) 
7T 


siruT 

.9” -4 I 


3sin3a? , \ 2 / 2 _sin^ 4sin^ 



Si, aprbs avoir developp6 les deux membres des formules precedentes 
suivant les puissances ascendantes de s, on egalait entre eux les coef- 
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ficients des puissances semblables, on retro iiverftil Ics ecj nations (i jB) 
et (119), aveccelles que coinprenneni les formnl(is (i'22) (>( (laB). 

Lorsque, dans la formule (ii.')), on pose [x - uv (>t cos'--’, 

s designant unc qiiantite positive quolconqiu!, on on conclnt 


' o\ 

(128) 


// : . :«r / 


~ COS''' ~ cos'^’v dv 4- 2 ycos Co 


(‘.os 2 /IV COS’''V<'/v 


D’ailleurs, j’ai prouve, dans le Memoire sur les integrales definios 
prises entre des limites imaginaires (page 4o) (' ), qu’on a goiierabv 
nient, pour des valeurs positives do .v ot do i, 


(129) 




COSiV COS*urfv : 


r(.v -h-n 




On aura done, par suite, 

r 




COS2/^VC()S''*vrfv : 




r(,v-t-o 


(i3o) 


■r f ~ I ) r ( ■- n 

\,2 / V2 


-I - I 


= -2- r(.9 4- 1) x(s — a ) ... (.V — a u +■ a ) 

'■**’"* C + 4 - a«)’ 

et I’equation (128) donnera, entre les limites ---= o, .x- = n, ou menu! 

6ntrc los limitos = — tc, cc 


(( 3 i) cos^ 


2 2**' 


~ r T. 

[2 ^ .9 4 - 2 




cos X -h cos 2 -a? 4- . 

(.V -H 2) (,$•-+- 4) 


puis, en remplagant lu par 2x, on trouvera, pour des valeurs nume- 
riques de x plus petites que 


(i 32) f.ns-'?.?; — — L- r(.!:-f-l) 


[i 


+ j™cos22.+ . 


(0 OEuvres de Cauchj, S. 11, T. XV. 



(i33) cos‘^'"d:; 
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Si, dans la formule (i32), on pose successivements=: 2 ff 2 , s=^m-\, 
m designant un nombre entier quelconque, on obtiendra les deux 

equations 

j . 3 . 5 . . . ( 2 — I ) r I 


2 . 4 * 6 . . . 2 


r ^ 

_2 


m 4- I 

4 2.4*6. . .{2m — 2) [i 2m — I 




(W+l)(W+2) 


' " 71 1 .3.5. . .(2W — 1 ) [ 2 am-t-i cos4^ + . 


_ , , (2W — l)(27W— 3) 

{2m— 1) [2 ^ 2»H-I ( 27 W + i)(2/M+3)°“®'^'* 

qui fournissent les developpements de cos*“a; et de cos-™-*® en deux 
series dont I’une s’arrMe, tandis que I’autre estcomposee d’un nombre 
infini de termes. Si Ton fait, en particulier, m== i, m = 2 , on 
tirera do I’^qiiation (i33) 


(.35) 


.11 I , 

COS\2:?= ;■ 4- ;-C0S2^=:-(l4~ C0S2^), 
2 2 2 


3/1 2 


COS*-a!= ^ {^~ 4- ^C0S2® H- |^COS4a:^ = g(3 + 4c0S2a;+ COS 4 . 2 ;), 


et de I’equation (i34) 


(.36) 


cos® 


COS'' 


4 1 

^ I 00820? 

cos 4 * 3 ? 

TT ' 

\2^ 1.3 

3.5 

24/ 

^ I C0S2.a? 

]... 

cos 4^ 

71 ' 

.^ 2.9 x.3.5 

1 . 3. 5 . 7 


+... 


5-7 7-9 

cos6a; cosSa? 


1. 3 . 5 . 7 3. 5 . 7. 9 5.7.9.11 


Ajoutons que, si Ton prend x = o, on tirera de la formule (iSa) 

5(,7 — 2)(.«— 4) , [^(2 


(• 7 ) 2 ^ 5 -f. 2 * (.S' H- 2 ) (.» -t- 4) (S 2) (,? + 4) (^•+- 6) r(.S4-l) 


et des formules (i36) 


I I , " ' . — — i ' 

1)3 3.5 5.7 7.9 4 2 ’ 

i__ _J I » 

1 . 3. 5 . 7 3.5. 7. 9 5 . 7 . 9.11 24 90 


(.. 38 ) 
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.Y24 


Revenons maintenant a la formulo, (109). Si I’oii y suppose 

.r^-zz 0, X S’ I 

■f designant toujours une quantile positive, on ohtiendra IVufnation 

i a: 


(139) cos*;i-=-r(«+i) 


r(I+, 




C()Sa.r 


(*os 2 a :v 




4r)rp 

— 2 a 

/ \ 

2 


It 

es iV-r: ■ 



x~ ^5 etpour des valours do a positives, mais inferieures a a. Si Ton 
prenait precisementa = 2, I’cquation (xdcj) coiinciderait avec la for- 
mule (iSa). Do plus, si Ton combine rtiquation (i^q) avec cello qu<s 
Ton on deduit, quand on remplace a par 2 a, on trouvera, entrc les 


limites a =:= o, a. = 1; x ~ x --- 


(l 4 o) COS^'a: = t) 


COS ax 


cos.'iax 


’ r“ + ■) <^-“*+0 ‘'C V‘“ 


Lorsque, dans cette derniere formulc, on pose siiccessivement a i, 
puis s=: 2 m et s = 2 m~-i, m designant im nombro entier, on on 
conclut 


COS^'^3: 

I 

r(.9 + i) 





LH ^ A 


■ cos.r + 


, -v — r (,y - f) (.V — 3) . 

3 ^ \ .M / ' r V eos 5 ,:r 4 -, 

(.V 4 . 1 (,v *43) (.V 1^- 1 ) (.VH 3 .v-1 ■ f) 


4 2 . 4 • . . 2 

3. 

(r43) ~ 2 


l^COS^r 

^ eoy . 

2 ,L\.. . . 2/71 L. 


( 1 , 42 ) cos^«x= ^ ■ I COSX 4- cos;3x - 1 - cosD.r- 

n 0 . 0 . . 1 ) 2^4-3 


{2//i — j) {'Arn - 3) 
( 2 m 1 ' 3 ) ( 2 //t ' [ - 5 ) 


1 . 3 . . .(2 /n — i) I , m 


cos ,r 4 - cos 3 w -4 ^ — ^ (tos 5 s ~4 . . . 

ni 4- 1 (/// - t • r) (/i h 4- 2 ) 


On aura, j^ar exemple, entre les limites x - 4 - - 4 


(i44) 


TT \ 


COS^ 


COS^^: 


't: \ 1.3 


cos 3 ^* 

3 + 

cos 5,2; 

c()S7.c 

'7 

cos (),/; 

*4 - 

0 

cos 3 t 27 

cos 5,2! 

cos 7,2; 

COS 9.2 

1 . 3.5 

‘ » K _ 

0 . 0 . n 

5.74) 

7.9.11 


■■)• 
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et, pour line valeur quelconque de x, 




(145) 


cos^ =cos^, 
3 


COS'^ XI 


4 


cos^ -h ~ cos3^j ^ cos3 ^), 


Si Ton prend x— o, los formules (i4') et(i44) donneront 


( ,46) , 4- ilHJ-llLzI). 4. — 2S-2 . ' 

U4o; > I 3 -t- (,,4_3)(,5_^5) -t- 2 , 


ct 


(>47) 


t r T T 
___4____, 


r(,s + i) 


7 T 

4’ 


4- 


1.3.5 3 . 5.7 5-7-9 


TT 1 

8 ” 3’ 


Idnfin, si, ’dans la formule (iSp), on pose a = i, alors, en ayant egard 
d Pequation connue 

( 1 48 ) r( 9 .,^) = r( 5 ) r + j), 


((49) 


on tfouvera, entro les limites x = — ^,x=~, 

I Pf.v-H-in X 2.5+1 3a; , ( 2.5 + i ) ( 2 ^ — i) 5a; 

E) LUl cos^a; = cos - + ,^^3- cj)s cos - 

(2.5+ i) (2.9— i)(25-~3) ^^^7a; ^ 

(25 + 7)(2i + 3)(2i— i) 2 

X 2.9+1 3a; 2 . 9—1 5a: 

• 2 2 ^ + 3 2 24 + 5 2 ■ 

, ( 2 . 9 +l)( 2 . 9 - 3 ) _; 7 a; , ( 2.9 - 0 ( 2 . 9 - 5) 9 £ 

( 2 .V + 7 ) (25 + 3) 2 ( 2.S‘ -i- 9 ) (25 -i- 5) 2 


i 

puis on on conclura, en prenant s = m + 17, 


/ ,) = co,^ .r 


^ 1.3...(2/n+ 1 ) y'o, 


m ox 
-tt cos — 
2 


(.50) 


OEuures de C. — S. II, t. VII. 


(/?; + i)(w-i ) g ^ cos 

(tw + 2 ) (m +4) ^ 2 (OT + 3)(w + 5) 2 

54 
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On aura, par exemple, 

1 '^ ^ I'?? F f) ,i?? r y* » y* 

371 - 3+3 -a" ■“ 5 'T “■ 7 7 >■ y '.,; ■ ■ '• • ■ ■ • 

. . , TTCOSa; I X f 3x \ f) r * 

47;" “ 3 2 ~ + 3:7 ■ a" - 5.9 T 7 . , , <•«« •'/- '- ■ • -. 

et 

I 2'cOS'xrzCOS - H- i-COS — COS —-1- ('os 

' T 5 + ^ cos'-?-- cos ?£ I- jle'jcosili'-..., 

Ajoutons que, si I’on pose a; = o dans la formiilc (149), ellc donnera 
(.53) + + , f3.-.5)(a..-~n f-n\h'(s + ^ 

Soient maintenant, dans I’equation (100), 

F(r) = e“'’-+- 1, cf{x, r) ™ 

« designant toujours une constante positive. Alors, si I’on suppose la 
variable .r renfermee entre Ics limites .r„, X et X - .t„< f , les expres- 
sions (98), (99) rempliront les conditions enoncees dans le theo- 
reme IV. Done, en vertu de ce thioreme, on aura, entre les limites 
a; = a^o, a; = X < a?, 4- 

(r 54 ) r ^ ’ ^0 

<-" ((el'-'+i)) 

Si ro« combine cellc demiere formule aveo I'eqnation (,9) par voie 
d addition ou de soustraction, on en tirera 

(i 55 f(x)=r 

((«“'•-+- 1)) 
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427 


ct 


(.56) 




((e“'-+i)) 


ou, ce qui revient au meme, 


(i57) 


et 


(.58) 




COS 


!L(^ZL£l)y'\,os E( 




H-COS . ; 


(’(:£■)-- 


4. 


, 7T(.X — ^o) 

SUl - 

a 


fsin^ 

4. « 


- «o) ,. 




“h Sin 


. 3Tr(.:r — .'^o) 


v._ 




puis, en prcnant cc„ — o, aX — a = 'i:, on trouvera, pour des valours 
do cc comprises entre les limites o et 


(159) r( 
et 

(160) ['(a;) 


/j 00 r" 7C ~| 

x) = ~ j cos (2/1 f cos ( 2 / 14 - l)|JL f(f/) d^J. j 

'^*n=:0 L •"'o J 

ra — CO r* ^ . ”| 

S I sin(2«-|-i)a:jr sin (2/1 -f- 1) jj.f(fi) t/i^J . 


Les formules (iSg) et (160) s’accordent avec celles que M. Poisson a 
donnees dans le XVIIP Cahier du Journal de I’tcok Polytechniqu£, 
p. 425- La premifere comprend comme cas particulier I’equation (i4o). 

Les applications que nous venons de faire du theoreme IV suffisent 
pour montrer le parti qu’on peut en tirer. II serait facile d’etendre 
indefiniment ces applications, et de combiner ensuite les formules 
obtenues avec celles que fournit le theoreme III. En operant de la 
sorte, et designant par a une constante positive, par h, A, B des con- 
stantes quelconques, enfin par f(7’) et f,(r) des functions entieres de r , 



(1 63 ) 

(1 64 ) fM: 
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on trouvera, par exemple : i“ pour dcs valours do .'u comprises (>ntrc 
les limites x = iv„, ic = X < -t- a, 

~ fi(r) / •»■„>(’( u),/'u 

(i 6 [) f’(^) = r .-.-y — ' 

^ (( l{/4 — /•) li (/•)(;"'•— r(/-) r, (6 _ )) 

A H-"/'! (R' -H /•) ( A -- /■ ) ( B - /•) t--"')) * ' 

2 ° pour des valours do x comprises entro les limites x : o, w a, 

[(A 4 - (A — r)e~''“] ( B H- /•) C 




et 

(t62) ({x) = f 


r(^) 


■ ((1^4 + r)TB + V0P‘''~Xr~ ^ 


r (i — e~'^''cosa!r) cosrm — sinrj;) (‘,os/-.r 4- sin/'.r) r' 

^ (( cos ar~— V j) ‘ / 

♦/,) 

(i 65 ) f(.r) = - / co s ; -.-r- si n/- . r) + e-«'-s iii ar(o '•*- cos r.r -t- sin /-.r) r' 

C' (((e“'’ + e-“'’) cosa/'-jh"2 y) ■ / 

Les formules (i63), (i64), (i65) peuvent etre onn)l()y('cs avee succos, 
la premiere quand on recherche les lois suivant lo^pudlos la chaleur 
se propage dans une barre metalliquc, et, les deux dernieros, quand il 
s agit de determiner les vibrations d’uno lame elastique (res otroite, 
dont les extremites sent fixes, ou I’lino fixe of. I’autre mobile. On pent 
consulter a ce.sujet le Memoire que j’ai public on fevrieri 827 (*), sur 
Tappheation du calcul des residus aux questions do Physique. 

En terminant cet article, jc forai observer qu’il sorait facibi dogono- 
raliser les formules auxquellos nous somrnes parvenus, do mauiiuai a 
en obtenir d’autres qui serviraient a transformer, non plus uno func- 
tion f(a;) de la seule variable x, mais une function |’(.c, y , do pR,. 

sieurs variables x,y Ainsi, en particulier, si I’ou rcmplace, dans 

la formule ( 76 ), f(x) par |’(ic, j), on trouvera, entre les limites 


(‘) QEuores de Cauchy, S. II, T. XV. 
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,r = X < a?,, + a, 


(. 66 ) 


{{x, y) — (' - i 'SL. 

" {{€“'■- ijy 


D’ailleurs on trouvera de meme, entre les limites 


y Xo’ y — 


('67) 


/' 




r(u, y) = r ^ 


h designant ime quantite positive, et le signe etant relatif a la va- 
riable ^ . On aura done par suite, entre les limites x=x , , a!=X<a.o4-a ; 
.r=.ro.r=^ 


(.68) 




Hx, y)= r r ■y^^-y2±- 

((e*'’-i))((e*'-— .)) 


Pour deduire cette derniere equation de la formule (7), il suffirait de 
poser 

F(r)=e“'-— I, <?(r) = i. 


y, >'}■■ 


f C e^tr-v) f ( v ) f/fj. * 




((e'’''— 1)) 


Post-scriptum. — Lorsque, dans la formule (77), on pose a = ih, 
.x-„ = — /i, X = h, on obtient une equation donnee par M. Poisson dans 
Ic XIX® Cahier du Journal de I’icole Polytechnique, savoir 


(169) ('(ic): 


I 

2 A 




cos 


nT.{x — /x) 
h 




Cette equation, qui subsiste entre les limites x — — h, x = h, se de- 
duit de la formule (78), quand on y remplace la fonction f(j;) par 
t’(^~ — A^, et les variables x, p. par les binomes ^ 4 - t:, ^ -i- Or, 
quoique la formule (77) paraisse plus generale quePequation (169), 
on peut neanmoins, en profitant des remarques faites par M. Fourier 



m SUR LES RliSIDUS DES FUNCTIONS. ETC. 

dans lo Memoire qiie nous avons procndoininont rapjndn, (iror la pre- 
miere de la seconde. fl siinit, on eirel, ponr y i)arvenii-, d’adnieKre (jne 

les quantiles .•/,*(,, X sont comprises entre hus Iiinit((s ~ — 

-hk = ^a, puis de suhstitnerii f(.r) une fbnetion de .r qui soil con- 
stamment nullo hors des limites .r .r.,, .r X. et eonstamment egah^ 
a {(■'^) entre ces limites. Ainsi, la Ibrmule ( 77) est renfermee impliei- 
ternent dans I’equation (7tS). On pronverait de rneme quo les for- 
mules (109) et (rro) pouvent etre dednites des (-(luations (i i/, ) et 
(i f 5 ) donnecs par Lagrange et par Euler. Ohservons entin qn’il suffit 
d’ajouter, membre a membre, les formules (109) et (tio), puis de 
remplacer a par pour reproduire requation (77). Seulement. lors- 
qu’on operc comme on vient de Icdire, la forimib' (77) ne ae trouve 
etablie que pour des valeurs de .r comprises (mtre les limites x «■„. 

^ A <7[ ij?(| -f- —u. 


FIN DU TOME VII DE LA II" SERIE. 



TABLE DES MATIERES 

DU TOME SEPTifeME. 


SECONDE S£RIE. 

MEMOIRES DIVERS ET OUVRAGES. 


III. - mEmoires publiEs en corps D’OUVRAGES. 


Exercices de Mathematiques (anciens Exercices). 
Annfc 18W. 


Avketissement. 


Pates 

9 


Rochorche des dquations gfoerales d’6quilibre pour un systeme de points matAriels 
assujottis a dos liaisons quelconques 

Sur la ddlormination des constantes arbitraires renfermdes dans les mtegrales des 

dquations diffdrontiolles 

Sur quolquos propridtds des polyddres 

Do la presaion ou tension dans un corps soUde 

Addition d Particle prdoddent • • 

Sur la condonsation et la dilatation des corps solides • • ■ ■ • • j 

Sur les mouvemonts quo pent prendre un systfeme invariable, libre ou assujetti 

cortainos couditions 

Sur ios diverses proprr6t6s do la fonction r(^) ^ 

IZ lafoTvte ^urSrps’ soiide'ou'd’un systo;'^!; en monyement - 
l^r les relations qui existent, dans I’dtat d’dquUibre d’un corps sohde on flu.de, 

ontro los iirossions ou tensions et les forces aecel^ratrices * ' * ' * , , 

Sur la transformation des fonclions d'une seule variable en intdgrales doubles 


II 

37 


4a 

5S 

60 

79 

82 

94 

12 T 

124 

i 37 

I4I 

146 



4.32 


TABLE 1)ES MATifiBES. 




Do la differentiation sous lo signo j iCh) 

Sur Ics foactions rcciproqiios 177 

Sur la transformation dos fonctioms do pliisiourH varialdes tm inl6^q‘aies 

Sur Fanalogio dcs puissancos ot dos dilffu’cnccH i<)H 

Addition a I’arliclo prdcodont 

Sur la transfonnation dos Ibnetions ({ui ropr^sontont los intogralos gdndralc'S d(iH 

6qiiations dilforentiollos lincairos 'iSf) 

Sur la convorgonco des series *^07 

Sur la valour do rint6g:ralo d^finic / c dAsigrumt dos (son- 

«y 00 

slantes ibollos ou imagiuairos *280 

Sur quelques propositions fondamoutalos du calcul dos rtlsidus •mji 

Sur lo ddveloppement dcs foactions d’uno soulo varial>lo on fratqious rationiudlos.. . .’Pi.} 

Usage du calcul dos r6sidus pour la sommation ou la transfornialion d(ns series dont 
le terrno g6n6ral ost uno fonction pairo du noiul)ro {|ui roprdstmic^ h' rang dc^ (*.o 

terme 345 

Sur unJVldmoiro d’Eulor, (pii a pour litre N(nHim(Ulio(las\fmetiotie.K (fNasarntf/ar /v/»* 

tio/mles in fmctlonas sirnpUccs raw Ivan dc 3f‘,3 

M^thodo pour ddvclopper dos fonctions d’unc ou do pluBieurB varialdos m sedan's 

compos6es do fonctions do mCiuo os[) 5 co * :U)() 

Sur les rdsidus des fonctions ox[>riindcH par dos intbgralos ddfinic'S 3p3 


FIN DE lA TAULE DES MATIEftES l)II TOME VH DE \A SECONOE SikllE. 


t3455 


Paris. — Iraprimcrio GAWTiiiEtt-ViLLARs kt Fils, quat des Grutids.AiqjuslinH, 55. 




